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GEOMETRIE TRAHSCEl^DANTE. 

De la courbure des courbes planes ; 

Par M. Gergonne, 
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vj'est principalement dans les recherches relatives à la courbure 
soit des courbes planes , soit des surfaces courbes , soit des cour- 
bes à double courbure , que se oiontre dans tout son jour Tuti- 
liré des notations différentielles, et il suffirait , pour s'en convain- 
cre , de comparet ce que nous allons dire ici sur ce sujet avec 
ce que nous en ayons dit à la pag. I;^7 .de notre IX."* volume , 
où nous nous étions imposés, la loi de ne faire usage quie jdes no- 
tations de l'analyse élémentaire. Nous n'aurions donc pas hésité 
Tom. XXI , n.° i , i.^^ juillet i83o. i 



2 DE LA COURBURE 

à débuter par ce genre d'application , si nous n'eussions pense 
qu'en nous en occupant , nous pourrions avoir quelquefois besoin 
de nous appuyer sur la théorie des maxima et minima , et si nous 
n'avions désiré de n'avoir alors qu'à renvoyer à des principes déjà 
établis. 

Nous devons rappeler ici ce que nous avons déjà dit ailleurs , 
savoir , que nous ne saurions avoir le dessein d'écrire un traité 
complet sur la matière , mais seulement de montrer à quel point 
l'emploi des notations diflérentielles facilite les recherches de haute 
géométrie et en généralise les résultats. Il ne sera question , au 
surplus , dans le présent article , queues courbes planes ; d'autres 
articles seront consacrés aux surfaces courbes et aux courbes à 
double courbure^ 

I. Soit 

t(x,y)—S=zO, (i) 

une équation en ^ et ^ exprimant une courbe plane quelcon- 
que , rapportée à deux axes de direction arbitraire; et soit {x\y) 
un quelconque des points du périmètre de cette courbe ; de telle 
sorte qu'on ait 

î{x^ ,y)=zS'=zo • (2) 

Pour transporter en ce point l'origine des coordonnées , sans chan- 
ger la direction des axes , il faudra faire , comme l'on sait, 

xzzzx'-^-t , y=iyf+u ; (3) 

jf et II ëtant les symboles des nouvelles coordonnées. Or , cela 
revient évidemment à supposer que , dans (2) , x' et y' se chan- 
gent respectivement en x'-^-t et ^^+k , ce qui donirera ( tom. 
XX , pag. 258 ) , en ayant égard à cette même équation (2) ^ 
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et telle sera conscqucmment Tëquation de la courbe (i) , rappor- 
tée aux nouveaux axes ; équation dans laquelle a/ et ^' sont deux 
constantes indclcruiinces , équivalentes à une seule , attendu qu'elles 
sont liées par la relation (2). On repassera, d'ailleurs , au sys- 
tème primitif au moyen des équations (3) qui donnent 



tzzzx-^x' , u=y^^y . 



(5) 



L*équation (4) peut être regardée comme fondamentale dans toute 
la théorie qui va nous occuper. 

II. Si Ton ne veut considérer qu'un très-petit arc de la courbe, 
s'étcndant fort peu de part et d'autre de Torigine des / et 1/ ; pour 
tous les points de cet arc , / et 1/ seront de fort petites quantités ; 
de sorte qu'on pourra , sans erreur sensible , négliger , dans l'é- 
quation (4) , les termes de plus d'une dimension , par rapport a 
ces variables ; la suppression de ces termes aura , au surplus, d'au- 
tant moins d'influence que l'arc considéré sera plus petit. Ainsi ^ 
plus il sera petit et plus il tendra à avoir pour équation 



- — i+ — i/=o : 



(6) 
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celle équahon rcprésenlera donc rigoureusement Tare dont il s'agît, 
lorsque cet arc se réduira à Torigine des / et m. On peut donc dire 
que Téqualion (6) est celle de la droite qui , à Torigine des t et 
u , a exaclement la même direction que la courbe en ce point. 
Une telle droite est dite une tangente à la courbe (i) au point 
(*r^ , y^) , qui est dit son point de contact avec elle. 

La droite (i) tant qu'elle ne se confond pas avec Tun des axes , 
passe nécessairement dans deux des quatre angles des coordon- 
nées opposés par le sommet ; puis donc qu'elle tend d'aulant plus 
à se confondre avec un arc de la courbe , que ce» arc s'élend moins 
de part et d*aulre de l'origine des / et w , il en faut conclure 
que , quand aucun des deux axes n'est tangent à la courbe , on 
peut toujours concevoir un arc s'éleudant assez peu , de part et 
d'autre , de l'origine des / et w , pour que les deux parties de cet 
arc , déterminées par ce point , soient situées dans deux angles des 
coordonnées opposés par le sommet , et conséquemment pour que 
/ et </ changent de signes ^ à la fois , en passsant d'un coté à 
Tautre de l'origine. 

III. Pour mieux connaître la nature de celte droite que nous 
avons nommée tangcnle , conduisons , par l'origine des t ti u ^^ 
une droite arbitraire ayant pour équation 

ii=iJf/ , (7) 

où M est une indéterminée. Pour avoir les intersections de cette 
droite avec la courbe , il faudra , dans les équations (4) et (7), 
considérer / et w comme les deux inconnues d'un même problème 
déterminé. Or , la substitution de la valeur (7) de u , dans l'é- 
quation (4) , donne 

""'Il -37. + dp- "yi. 4— += ïiîp *'* W "'') 7T +•■•■• (») 
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telle est donc Téquation quî donnera les valeurs de / qui n^pon- 
dent aux înlerscctions de la droite (7) avec \û courbe (4) ; va-, 
leurs qui , substituées dans Téquation (7) , feront connaître les va- 
leurs correspondantes de c/. 

Or , Téquation (8) est d*abord satisfaite en posant /s:o , d*où 
résulte aussi w=o ; et c'est là ce qu'on pouvait fort bien prévoir 
à l'avance , puisque l'origine des t et u est , par construction , un 
point coofimun à la droite et à la courbe. L'équation (8) , délivrée 
de cette racine , devient 

et doit donner les valeurs de / qui répondent aux intersections, 
autres que l'origine dcs / et 1/ , de la droite (7) avec la courbe 
(4) ; intersections quî pourront être plus ou moins nombreuses , 
et dont la situation , sur cette courbe, variera avec iSf , c'est-à-dire , 
avec la direction de la droite (7). 

Si l'on veut profiter de l'indétermination de IW , pour faire 
en sorte qu'un nouveau point d'interjection vienne se confon- 
dre avec le premier , à l'origine des / et 1/ , il faudra faire en 
sorte que Téquation (9) soit, comme Téqualion (8) , satisfaite en 
posant /=o f ce qui exigera qu'on ait 

équation quî déterminera la valeur de Hf qui satisfait à cette con- 
dition. Or , cette valeur , substituée dans l'équation (7) , fait re- 
tomber de nouveau sur l'équation (6) de la tangente à l'origine 
des t et II ; donc la tangente à une courbe , en l'un de ses points , 
n'est autre chose que ce que deviendrait une corde qui , passant 
par ce point, tournerait sur lui, jusqu'à ce que sa longueur se- 
rait devenue tout à fait nulle; d'où. il suit qu'une tangente aune 
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courbe pcul être considérée comme* ayant , avec cette courbe , deux 
points communs qui se confondent en un seul. 

Puisque la tangente à une courbe a , en son point de contact, 
même direction que la courbe en ce point , il s'ensuit que , par 
le point de contact d'une tangente , il est impossible de mener 
une droite qui , à partir de ce point, passe entre elle et la courbe ; 
car la direction d'une telle droite s'approchant plus alors de celle 
de la courbe que ne le ferait la direction de la tangente , il ne 
serait plus vrai de dire que cette dernière direction est , au point 
de contact , celle de la courbe même. 

IV. Si , continuant à représenter par ^ et m les deux coordon- 
nées d'un même point quelconque de la courbe , on représente 
par u^ la coordonnée de la tangente qui répond a / , on aura (6) 

0= ^-♦- -T— W, . (Il) 

En retranchant cette équation de Téquation (4) , il viendra 

dy ^ '^ 1.2 \ dxf^ dx'dy' ^ dy^ J ^ ^ 

Or , on peut toujours supposer ^ et 1/ assez petits , sans être nul.^ , 
pour ne faire dépendre le signe du second membre que du signe 
de l'ensemble de ses termes de deux dimensions , lequel reste in- 
variablement le même si / et 1/ changent de signes à la fois , 
comme il arrive en passant d'un côté à l'autre de l'origine , d'a- 
près la remarque qui a été faite ci-dessus ; donc aussi on peut tou- 
jours concevoir un arc s'éiendant assez peu de part et d'autre de 
l'origine des / et 1/ , pour que , dans toute son étendue , 1/ — i/g 
conserve invariablement le même signe ; ce qui revient à dire 
qu'on peut toujours concevoir un arc de courbe s'étcndant assez 
peu de part et d*autre de son point de contact avec une tangente , 
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pour que cet arc soit enûèremeut situé d*un tnétûe côté de cette 
tangente. La tangente à une courbe , en un quelconque de sea^ 
points , touche donc la courbe sans la couper en ce point. 

Nous disons en un quelcon<juô de ses points , car , si Torigine 
des / et 1/ , ou le point {x' ,/') , était tellement choisi sur la courbe , 
qu'on eût | à la fois « 

A*Sf à^9 AK9 , ,. 

—.=0, =0. s:0, (10) 

ce qui ne saurait , au surplus , avoir généralement lieu , puisque 
ces trois équations sont déjà généralement incompatibles , et qu*il 
faut y joindre encore Téquation (2) S'^.o\ Téqualion (12) dcvc? 
nant alors 

comme on pourrait toujours prendre / et 11 assez petits , sans être 
nuls , pour ne faire dépendre le signe de tout le second membre 
que du signe de Tensemble de ses termes cle trois dimensions , le- 
quel change , en passant d'un côté à Tautre de Torigine des t et 
u , il s'ensuit qu'alors on pourrait toujours prendre un arc de la 
courbe s'élendant assez peu départ et d'autre du point de contact 
de la tangente , pour qu'en passant d'un côté à l'autre de ce point « 
n-— i/i changeât de signe ; ce qui revient à dire que les deux par- 
ties de cet arc , déterminées par le point de contact , se trouveraient 
alors situées de différens côtés* de la tangente qui , dé la sorte , 
toucherait et couperait la courbe en ce point. Un tel point d'une 
courbe est ce qu'on appelle un point d inflexion. 

Dans la même hypothèse , en posant Téquation (10) , l'équa-* 
tion (9) deviendrait divisible par t^ ; il y aurait donc alors , ou- 
tre l'origine des ^ et 1/ , deux autres points communs à la droite 
(6) et à la courbe (4) qui viendraient se confondre avec celui-là; 
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ce qui revient à dire que la tangente à un point d'inflexion d'une 
courbe peut être considérée comme ayant , avec cette courbe , trois 
points communs qui se confondent en un seul. 

Veut-on savoir si une courbe proposée a des points d'inflexion 
et en assigner la situation, sur la courbe ? Il ne s'agira, pour 
cela, que d'éliminer .r' et y entre les équations (i3) et Téqua- 
tion (2) ; on obtiendra ainsi deux équations entre quantités con- 
nues , les(|uelles ne pourront être qu identiques ou absurdes ; si 
elles sont toutes deux identiques , la courbe aura un ou plusieurs 
points d'inflexion , dont la situation sera fixée par les systèmes de 
valeurs de x' et^*^ tirées de deux quelconques de ces quatre cqija- 
tion.s ; mais si une seule des équations entre quantités coiuiues 
est absurde , et , à plus forte raison , si elles le sont toutes deux , 
on devra en conclure que la courbe n*a aucun poiiit d'inflexion. 

On se comporterait exactement de la même, manière si , l'équa- 
tion d'une courbe contenant des coefficiens indéterminés , au nom- 
bre de deux au moins , on voulait profiter de leur indétermina- 
tion pour faire acquérir à la courbe un ou plusieurs points d'in- 
flexion. Seulement les deux équations auxquelles on parviendrait 
ne seraient proprement ni identiques ni absurdes ; ce serait des 
équations de condition , exprimant les relations que devraient avoir 
entre eux les coeflîciens indéterminés pour que de tels points exis- 
tassent. Ces relations ainsi admises , la situation des points d'in- 
flexion se déterminerait comme il vient d'être dit ci-dessus. 

En raisonnant d'une manière analogue , on parviendra facilement 
a démontrer que si, pour l'un {x' ^y^^ des points d'une courbe, 
outre les équations (i3) , on a encore 

d'^' d3>y _ d^.y _ d3.9 _ 

dî^"^^' dl^^^' dlMj^— ^' dj^^^' ('^> 

la courbe . sera toute située d'un même côte de sa tangente en 
ce point , laquelle conséquemment la touchera en ce même 
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point , sans la couper , cl pourra être considérée comme ayant , 

« 

avec la courbe , quatre points communs se confondant en un seul ; 
que si Von a , en outre , pour ce point , 

la tangente touchera et coupera alors la courbe , et son point de 
contact pourra être considéré comme. cinq points communs à l'une 
et à l'autre , se confondant en un seul, et ^insi de suite. La re* 
cherche de ces points s'exécutera d'ailleurs comme celle des sim- 

pies points dinflexion ; n^ais la chance d'en obtenir ira sans cesse 

• • *' ■ ', ' * ' 

en diminuant , à raison du nombre toujours croissant des équations 
de conditions auxquelles on aura à satisfaire. 

* 

V. En retournant aux coordonnées primitives , au moyen des 
forniulès (5), Véquation (S) , de la tangente' au point (;r'' ,^') , de- 
viendra . . . 

-^(^-*a+-d7,.Cr~^"')=o ; . (17) 

équation dans laquelle les deux constantes x^ et y sont liées en- 
tre elles par l'équation (2) , et ne doivent ainsi compter que pour 
une seule. Rien ne sera donc plus facile que d'obtenir Téquation 
de la tangente à une courbe , par un point donné sur cette courbe. 

Si le point (or', y') n'est pas dofitié , cette équation, en y met- 
tant, pour a:' , x\ tous les systèmes de valeurs compatibles avec 
la relation (2) , pourra indistinctement exprimer toutes les tan- 
gentes à la courbe. On pourra donc ainsi profiter de Tindétermî- 
nation de x^ et^^ pour assujettir une tangente demandée à une 
condition donnée. 

Si , par exemple , on veut assujettir la tangente à passer par 
un point donné (a , £) , il faudra exprimer que les coordonnées de 
ce point satisfont à l'équation (17) , ce qui donnera 

2bm. XXI. a 
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ëqualîonqui , combinée avec Téquation (2) , fera connaître les points 
de contact de toutes les tangentes qui peuvent être menées à la 
courbe par le point (a, b). 

Au lieu de résoudre les équations (2) et (18) , par rapport à 
x^ et jr^ 9 on peut chercher les intersections des deux courbes 
qu'elles expriment , ou , ce qui revient au même , chercher les 
intersections de la courbe (1) avec la courbe exprimée par Téqua* 
tion 

— (x-a)+ — (jr—b)=o ; (19) 

cetle dernière est donc celle d'une courbe qui coupe la proposée aux 
points de contact de toutes les tangentes qui peuvent lui être me« 
nées du point {a ^ b). 

Si Ton demandait de mener à la courbe (i) une tangente pa-^ 
rallèic à une droite donnée par Téquation 

- = -. (.0) 

la condition de parallclisme de cette droite arec la droite (17) se^ 
rail exprimée par l'équation 

d'où il suit , en raisonnant comme ci-dessus , que l'équation 

est celle d^une courbe qui coupe la proposée aux points de con« 
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tact de toutes les tangentes qui peuvent lui être menées parallè- 
l^ement à la droite (20). 

On peut encore se demander de mener une tangente commune 
à deux courbes données , ou à deux branches d'une même courbe. 
J^upposons d'abord qu'il soit question de deux courbes données par 
les équations 

5, = o , 5,=o ; (23) 

ioient (^',,^0 » (•^'^»^0 '^^ points de contact respectifs, sur les 
deux courbes , ce qui donnera d'abord 

5^=0 , S^/^=o ; (24) 

celle tangente commune pouvant être (17) indistinctement expri- 
mée par Tune ou l'autre équation 

lesquelles reviennent à 

dx'f ~ dy'^'^ dx" ^ dy» ^ * 

il faudra écrire que ces deux équations n'expriment quune seule 
et même droite , ce qu'on fera en posant la double équation 

^ ^ — x'Jr — r' 

±L — irL ^''' ^^ ' ; (25) 

dx" dy dx'f ~ dyf-^ 

telleS' seront donc les deux équations qu'il faudra combiner avec 
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les équations (24) ^ pour obtenir les divers systèmes de valeurs des 
coordonnées des dctix points de contact {x'^jr') , {x^' ^y"^. 

S'il s'agissait des tangentes communes à deux branchies d*une 
même courbe , il faudrait remplacer S^ et S^ par S ; de sorte qci'en 
ilésignant simplement par(^,^), {x* ^y'^ les deux points de coa«!^ 
lact , les quatre équations à résoudre seraient 

d£ d5 ££ ^ . ^ 
di' d)^ d*' ' dj"^ 



VI. Si Ton suppose les coordonnées rectangulaires , TéquatioA 
de la perpendiculaire menée à la tangente (17) 1 par son point 
de contact , c'est-à-dire , de la normale à la courbe en ce point ^ 
sera 

ëquahon dans laquelle , comme dans celle de la tangente , les deut 
constantes x^ , y* sont liées entre elles par la relation (2); et qui 
couséqucmment pourra indistinctement exprimer toutes les norma- 
les à la courbe , si ces deux constantes ne sont liées Tune a l'au- 
tre par aucune autre condition. 

Si donc on veut particulariser une de ces normales , il faudra 
établir une second r^elation entre les constante^ x^ , y'. On pourra 
donc , en particulier, assujettir la normale à toutes les conditions 
auxquelles nous venons tout à Theure d'assujettir la tangente. 
Comme cela ne saurait oilrir de difliculté^s « d'àptès ce qui précède» 
nous nous bornerons ici à donner les résultats,. 

L'équaliou 

% (^-'')- T. 0'-*)=o , (28) 
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est celle cVunc courbe qui coupe la courbe (i) aux pieds de tou- 
tes les normales qui peuvent lui être menées du point {a^b). 
l^équalÎQQ 

a — — ô — :=o i ( 2q) 

fst celle d*une courba qui coupe la proposée aux pieds de (ou< 

tes les normales qui peuvent lui être menées parallèlement a la 
droite (20). 

Si Ton veut mener , aux deux courbes (23) , une normale com- 
mune , les points (x' ,,yO ' {'^^^ \T^0 » ^^ ^^ terminera la nor- 
male sur les deux courbes, seront donnés par les éc£uaUons (24) # 
combinées avec la double équaliou 



dl^ dS% ^ ^,_ ^ . 

dxf d>' ^y dx"^ 



dx» dy" dyf ^ dx^' ^ 



(5o) 



mais s^il s^agil d'une normale commune à deux branches de la 
courbe (1) , les coordonnées des deux extrémités {x^y), {x'.y') 
4e cette normale devront être déterminées par les. quatre équations 

dS dS àS dS 

S-o s^—o il == Il = ^^— ^ . (3i) 

d^^ 'dy dy '^ dJ^ 



VII. Dans tout ce qui précède nous ayons tacitement supposé 

cjue le point {x' ,y) était quelconque sur la courbe (i) ; mais ce 

point pourrait être choisi de telle sorte , sur cette courbe , que 

dS' d6' ^ 1 1 . 

• — et - . tussent tous deux nuls ; ce qui, au surplus , ne sau- 

dxf dy 1 r 

rait avoir lieu généralement , puisque S^ est déjà nulle » et que 
les trois équations- 
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S'=zo , 



àSf 



= 






=0 



(3») 



sont , en général , incompatibles. 
Alors réqualion (4) se iduit à 



0= i 

d.V* 



d\V 



dx'd^ 



+ 






u 



T 

i.a 



d35' , 

4-3 1 — — t'u 
+3 J^ iu^ 



i.a.3 



^^" • • • 



Ax'A}'* 



+ 






. (33) 



"' I ' • • • • 



U' 



• • • • 



Or , SI Ton veut ne consitlcrcr qu'un forl péril arc s'élendant très- 
peu de part et d'autre de Torigine des /et // , pour tous les points 
de cet arc , / et m seront de fort petites quantités ; de sorte qu'on 
pourra, sans erreur sensible , faire abstraction des termes de plus 
de deux dimensions en /et r/ , dans le second membre de Téqua* 
tion (33). On peut donc dire que, pour Tare dont il s*agit , Té* 
quatîon sera sensiblement 



d»5^ . . à^Sf d»5' , 

' — -/ +2 /£/+ — // =0 

dx'» d*^dy dj'« 



(34) 



et représentera d'autant plus approximativement Tare de courbe , 
que cet arc sera plus petit , puisqu'alors les termes négligés en 
auront des valeurs d'autant moindres ; elle exprimera donc rigou- 
nusement l'arc dont il s'agit, lorsqu'il se réduira à l'origine des / 
et n , c'est-à-dire au point (j:',/'). 
Or , l'équation (34) exprime deux droites qui se coupent , deu» 



DES COURBES PLANES. i5 

droites qui se confondent , ou un siaiple point, suivant que U fonc- 
tion 






est positive, nulle ou négative ; donc , dans les mêmes circonstan* 
ces, la courbe, à lorigine des /et i / , se réduira rigoureusement 
à deux droites qui se couperont , à deux droites qui se confondront 
ou à un simple point ; c'est-à-dire qu'alors le point {x' ^y) sera 
un point d Intersection ou de contact de deux branches de la 
courbe (i) , ou un point isole , lié analytiquement avec elle et 
compris dans son équation. Dans les deux premiers cas , Téqua- 
lion (34) , ou bien , en jepassant au système primitif , au moyen 
des formules (5) , Téquation 

J^(:r-:rO-+2 J^(x-.xO(r-/0+ ^^(j^-Jr^o , (36) 

sera Téquation commune aux tangentes aux deux branches de la 
courbe au point (x^ »^0* 

On peut remarquer que , dans le cas où les équations (32) sont 
satisfaites , Téquation (8) est immédiatement divisible par /' ; et , 
qu'en ôtant ce diviseur et supposant ensuite i nul » on a , pour 
déterminer M , Téqualion 

â*S^ , d^y --, t\\9 ^, ,^ . 

dv« ~ d:i,'d^' ~ dy» ' ^ '^ 

de laquelle éliminant 3f , au moyen de l'équation (7) , on retombe 
exactement sur Téqualion (34)* En conséquence les points d'une 
courbe pour lesquels les équations (32) sont satisfaites , sont appe- 
lés des points doubles de celte courbe. 

Léquation «^=0 d'une courbe étant donnée; si l'on veut sa- 
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voir SI celle courbe a des points doubles , et en dëlerminer la 
situation , on éliminera a: et j^ entre les trois équations 

l'équation résultante ^ entre quantités connues , ne pourra, être 
qu'absurde ou identique. Dans le premier cas, la courbe n'aura 
aucun point double; dans le second , elle en aura un. ou plusieurs 
dont les coordonnées seront données par deux quelconques des 
équations (38). Ces coordonnées étant mises ensuite tour à tour 
à la place de x' et jr^ , dans Téquation (36) , ou connaîtra ainsi 
les directions des deux tangentes en chacun de ces points. 

On se comporterait exactement de la même manière si» l'équa- 
tion *!f=:o renfermant un ou plusieurs coefTicicns arbitraires, on 
voulait profiler de leur indétermination pour lui faire exprimer une. 
c>urbe ayant un ou plusiinirs points doubles; il arriverait seule* 
ment qu'en éliminant x et ^ entre les trois équations (38) , l'é- 
quation à laquelle on serait conduit ne serait ni identique ni ab« 
surde ; elle exprimerait la condition à laquelle les constantes ar- 
bitraires devraient satisfaire pour que de tels, points existassent ; 
e* , en supposant cette condition satisfaite , le calcul s'acheverati 
comme dans le premier cas. 

VIII. Des considérations analogues prouvent que , si le point 
(f^,/^) était choisi sur la courbe (i) de telle sorte que , outre les 
équations (32) , on eût encore celles-ci : 

d'S' d^Sf à^S ,^ ^ 

d:?r=0' 1;^=^' ^=^' W 

ce qui peut encore moins avoir lieu généralemeut ; Téquation 
de la courbe, réduite au point {x\y) ^ serait 



f 
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équation qui exprime troU droites qui se coupent , ou bien deux 
droites qui se confondent et une troisième droite qui les coupe ». 
ou enfin .une droite unique et un point situé s«r sa direction , 
suivant que la fonction 



àyi da/*dy àx^â) 






est négative , nulle ou positive ; et qui, en particulier, exprimera 
trois droites qui se confondent , si Ton a , à la fois , 

/ à^S' Y ^ d35^ / à^Sf Y d^i' dJ5' 

\da/»d// djp^'dxMj^ * \ dx'd/'* y dy^ da/«d^^ * ^*^^ 

la courbe aura donc , dans les mêmes circonstances , en son point 
{x' ^y) , ou trois branches qui sp couperont , ou deux branches 
qui se toucheront et une troisième qui les coupera toutes deux ^ 
leur point de contact , ou trois branches qui se toucheront , oq 
enfin une branche unique et un point sur sa direction , lié ana- 
lytiquement avec elle ; et, comme alors Téquation (8) devientim* 
médiatement divisible par Û y on dit que le point {^^ ^y') est un 
point triple. Les tangentes aux diverses branches de la courbe qui 
passent par ce point sont d^ailleurs données par Téquation (4o). 

Veut-on savoir si une courbe donnée par Téquation «$=:oa dcj^ 
points triples, et en déterminer la situation? Ou bien , cette équa-^ 
tion contenant des coeffîcîens arbitraires , veut-on profiter de leur 
indétermination pour faire acquérir des points triples à la courbe 
qu'elle exprime ? Dans Tun comme dans Tautre cas il faudra 
d abord éliminer :i: et p^ eï^tre \^^ Sfix équations 

Tom. XXI. 3 
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S—o . 

é5 _ as _ 

dr-"" ' d^-^^ ) (43) 

é»S ^ à*S à^S 

d»» "* ' ixdjr 4/* ""^ 



i«l en résultera quatre équations , soit entre quantités connues, soit 

.entre jes cpefficiens arbitraires. Dans le premier cas, il n'y aura 

.des points triples qu'autant que ces équations seront toutes qua>« 

^e identiques ; dans le second , si les coefliciens arbitraires ne 

font pas en moindre nonibre c[ue celles de ces iéqua lions qui ne 

jerout pas identiques d'elles-mêmes , ces équations exprimeront les 

relations cbercbées. Dans tous les cas , deux quelconques des équa- 

trions (43) feront connaitce les coordonnées des points irîples; et 

la substitution des valeurs de ces coordonnées , à la place de x^ 

et jr^ , dans l'équation (4o) , fera connaître les tangentes aux diyer* 

fcs brandies de la courbe qui se couperont en ces différens points. 

On voit aisément par là ce .qu^il y aurait à dire sur la Tecber*- 

che des points quadruples , et , en général , sur la recherche des ppinl0 

/nuldples , d'un ordre de multiplicité quelconque, 



'.» 



iX. Pour qu'une courbe 5,=:o passe parle point (x^,^^ , îl fani 
^u'on ait S\=io. Si l'on veut en outre que cette courbe ait , en 
,ce point (x' jjr^)^ la même tangente que la courbe (i) en ce point; 
.pn voit (6) qu'il suffira pour cela qu'on sût 

A^ ^^U ' ly—^dy' ^^"^^ 

)( étant une constante quelconque. 
jPpn,c ^ ep particulier ^ Téquatioi^ 
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est , quelle que soit la constante C , l'équation d*un cercle qui ^ 
non seulement passe , comme la courbe (i) , par rorigîne des ^ 
et u j c'est-à-dire , par le point (x^y') , mais qui a , en outre, 
en ce point , même tangente que cette courbe ; et qui a consé* 
quemment son centre sur la normale à cette même courbe , en 
ce point. Un tel cercle est dit tangent à la courbe (i) au point 
{x\y) ; d'où Ton voit , à cause de Tindctermination de C\ qu'une 
courbe a , en chacun de ses points , une infinité de cercles qui 
lui sont tangens , et qui ont tous leurs centres sur la normale en 
ce point. Il est d'ailleurs manifeste qu'un cercle tangent à une 
courbe , en un quelconque de ses points , peut être considéré comme 
ayant avec cette courbe deux points communs qui se confondent 
en un seul. Il peut avoir d'ailleurs avec la courbe un plus oi^ 
un moins grand nombre d'autres points- communs» 

Ces derniers seront évidemment donnés par le système des équa«> 
lions (4) et (45) dans lesquelles il faudra considérer / et i/ comme 
les deut inconnues d'un même problème déterminé. On pourra , au 
surplus 9 dans cette recherche , remplacer l'équation (4) par quelle 
combinaison on voudra de Tune et de l'autre , par leur différence i 
par exemple, qui est 

« 

j. . f ^j£: ,1+3 J^ .'«+3 -^ /«'+ — «0 +-..^ 



Cherchons à déterminer la constante C de telle sorte qu'un troi- 
sième point 9 commun aux deux courbes , vienne se confondre avec 
les deux premiers , à l'origine des / et u , c'est-à-dire , en ij^'^x)^ 



> . 



ao DELACOURBURE 

Pour cela remarquons d'abord qu'on peut toujours profiter de Tin- 
détermination de C pour amener ce troisième point à être aussi 
voisin de Torigine des / et ii qu'on le voudra « et qu'alors on 
pourra sensiblement , dans la recherche de ce même point , né- 
gliger les termes de dimensions plus élevées en / et i/ , >'is-à-vfS 
des termes de dimensions moindres , c'est-à-dire , remplacer \e$ 
éijualions (45) et (46) par les deux suivantes : 






\ dj.'» / V dj'» J '^ àx^ày 



(47) 



or , en éliminant de la seconde , au moyen de la première , une 
quelconque des coordonnées / et u , l'autre disparait d'elle-même , 
•t il vient 



f d5^ \y d»5' J\ . / àS' y/ à^' ^\ acr m a-o' 



ASf it' i*S' 

Ua/ d/ ix>ày~*'* 



d'où on tire 



/i£lV^_ ^^ iS/ d'S , /■ d5^\ d'^ 
^ V drW da," ^ ia/ ir* da/dy "• Wa:' J dr'» . , ^v 

^KdrJ+CdFj! 

donc , plus C approchera de cette valeur et plus aussi le troisième 
point commun approchera de se confondre avec les deux autres ; 
}l se confondra donc rigoureusement avec eux , lorsque C aura exac- 
tement cette valeur* 

Remarquons présentement que Téquation (45) peut être écrite 
comme il suit : 

('+^-S)V(-+^-g)-=iri(^)-+(^)Va.) 
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àt sorte que le cercle qu elle exprime a ^ respecuvc^inent , pour les 
coordonnées de son centre et pour son rayon , 



d5' I d5' 



2C àaf 2C &}' 






tn mettant donc pour C sa râleur , et repassant au syslème pri- 
mitif , au moyen des formules (5) , le cercle dont trois points se 
confondent avec trois points de la courbe en ( x' ^y' ) , aura « 
pour les coordonnées de son centre y 



x=j/ — 



x^ I V da'y V dy / \ 



d9 
d 



/ àS Y à^9 dS' àS^ d»6' / àSf Y d"»y 

\à^ J âv* 7"^ ^ W^ daj'd/ "*" \ Xi7 / dr^ 



d5^ 



_ dy !(, do/ J'^C dj^f ) \ ■ 

-^"^ / d.S^ Y d«^ d«y dA> d»5>^ ^ / d6' Y ^** 

V dj7y) dl^""^d«^ 57" da/dy "^V, d^/ 



(5o) 



d/« 



tt pour son rayon 



KrJy+CvTi' 



/ d6' Y d«5>^ d'5 àS* d»^ / d6' Y d^y 

V^ "dï^ / dx^ ^ d^ dy dô/d^' "^ \ d^ / "dy«" 



(5i) 



Ce cercle est ce qu'on appelle le cercle osculateur de la courbe au 
point {x' ^y').; son centre et son rayon sont dits le centre et le 
rayon de courbure de cette même courbe , en ce même point. 
Nous allons voir tout à Theure la raison de ces dénominations, 

X. Pour abréger , désignons par Cï le second membre de Té- 
^nation (4) t ^^ P^i* ^' ce que devient ce second mcaibre 9 lors- 
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qu*on y change rcspecllvemcnt t et u en if ei u' ; si ( i^ ^ u^) est 
un point de la courbe (4) « de sorte qu'on ah A^;=o , Téquatiofi 
de la normale menée , par ce même point , à la courbe f2=o 
$era (27) 



dû' , ^ dû' , 



du' 



d/* 



(52) 



les deux constantes f et u' étant liées entre eUes par réquatiom 
fi' = 0, c'esl-à-dîre , par Téquatiop 



dit/ "^ dx'* 
, d5^ , . d-^' ,, , 



ce qui donné 



j^ — ^3 

i.a ^^ d*'3 



+3 J^ fW' 



dx'dy 



.+ 



dV 
d>'i 



U 



/J 



i.a.3 



■^« ••• 



"T"« • • • 



rr'**« / 5 (^r) 



!!•••• 



+•••• / 



dû 
d? 



V9 



' da/ ^\ da/* ~ dx'd/ /~ i.a \ dx'3 da/M^ ~ dx'd^'* /^ 



dû/ 

57 






au moyen de quoi Téquation '(5i) de la normale au point {i^ ,u') 
deviendra 
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>=a.(54) 

-]l^ +( d^^+ d^ "V+ TiL dPr'"+- a-;?^ ''"'+ dl^. " V+ Y'*'-')^ 

Si rt>n veut avoir rinterscction de cette normale arec celle qui 

{)asse par Torigiae des / et i/, c'est-a-dîre , par le point (^x* ^y) , 

il faudra considérer /et « comme les deux inconnues d'un même 

problème déterminé , tant dans l'équation (54) que dans Téqua-» 

lion de ia normale à Torlgine.^es t Jti u ^ qui est (127) 

tnais > si le point (^i^ ^uf) est supposé tres-roisin de Torigine de» 
/ et £f , on pourra , sans erreur sensible , remplacer , dans cette 
recherche , Téquation (54) par Téquation plus simple 

là» , /d»5^ ,. d>y \K . \à9 , rà^9 ,, A^9 \), ^ ,^^^ 

î d-+( dpr"'+ d^^'ij^'-H^+C^''^^^ -'r""'"^ ' ^^^^ 

et même remplacer cette dernière par telle combinaison qu'on en 
voudra faire avec Tautre , de manière à n*en pas élever le degré ; 
par leur différence , par exemple , qui est 

/ d»^ , . d»5' \ ^ ^ à*9 , , d^^ A 
\ dy« ^ «Jî^dy / \ da/« ~ da/d/ / 

d£ / dvp ^ d«>y \ f ^ { d>y / d»5y d*>y a) , 

dy V dy " "*" dx'dy /J ' J dx' "^ V. da/« "^ dxM^' * /j " 

-Si Ton résout les deux équations (55) et (57) , par rapport à t et 
y y et que « dans les numérateurs des valeurs de ces deux incon- 
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nues , on néglige les termes de deux dimensions en t' et u' , vis- 
à-vis de ceux qui n'en ont qu'une seule , il viendra 



/=• 









f d4' a*y d^' d"J>' N / àà' à^' d6' d»5^ 'X 

\"dy dâ7»'"d*^ da'd^' / *"V^dâ7 d>^ ~ ^ d^M^' / 



d 



y' \ iW da/ / 



/ û6' d-y d»:>' d»y \ ^ /^ d3' d»5^ d^y d*y > , 

\"dy dli^~ da7 "dlM^ / ~ \ dô/ d/ï ~ ly* àx'ày } " 

telles seront donc , approximativement , les coordonnées de Tin- 
terseclion des deux normales , et d'autant plus approximatÎTement 
que le point (t\u^) sera plus voisin de Torlgine des /et i/; c'est* 
à-dire , d'autant plus approximativement que i^ et u^ seront plus 
petits» 

Mais , dans cette bjpothèse , l'équation (53) se réduit sensible* 
ment à 

dl? '^+ IP " -^ ' (^9) 

en employant donc cette dernière équation à cliasser des forma* 
les (57) Tune quelconque des coordonnées f^ et ti^ , Tautre dis- 
paraîtra d*elle-mcme , et Ton obtiendra ainsi des formules qui ccm- 
viendront rigoureusement au cas où le point ( /^ , i/^ ) se confond 
avec Torigine des / et £/ , puisque les coordonnées de ce point 
(/^, i/^) n'y figureront plus. Or ^ on retombe ainsi de nouveau swr 
les formules (5o) qui donnent les coordonnées du centre de cour- 
bure; d'où résulte ce théorème : 

Si une normale mobffe marche t>ers une normale fixe ^ leur point 
d intersection marchera sur cette derruère , de manière à s'arrêter au 



(58) 
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Centre de courbure ijui lui répond , lorsque la seconde normale aura 
atteint la première. 

XI. Ce throrème nous met en mesure de donner une idée beau* 
coup plus claire de ce que nous avons nommé cercle osculateur, 
cenlrc et rayon de courbure d'une courbe, en chacun dâ ses pofiils. 

Soit d'abord un poly^^one plan rectiligne ouvert quelconque 

ABCD , sur la convexité duquel soit appliqué un fil , fixé 

par une extrémité à son dernier sommet , et venant se terminer 
e:i A par son autre extrémité. Concevons qu'on développe ce fil , 
sans lui faire quitter le plan du polygone; son extrémité mobile 
décrira d'abord , dans le supplément de Tanglc B , un arc de cer- 
cle ayant le point B pour centre et le côté BA pour ravon ; 
mais , du moment que ce fil aura pris la direction du prolon* 
gement de CB , toute sa portion d'abord couchée le long de ce 
coté s'en détachera à la fuis ; de sorte que le premier arc décrit 
se prolongera , dans le supplément de Tangle C , suivant un se- 
cond arc ayant le sommet C pour centre et CB-(-BA pour rayon. 
On voit qu'en continuant ainsi le développement , dans le même 
sens , l'extrémité mobile du fil décrira « sur le plan du polygone , 
une courbe composée d'une suite d'arcs de cercles , ayant succes- 
sivement pour centres les différens sommets du polygone , et des 
rayons croissant subitement d'un arc à l'autre d'une quantité égale 
à la longueur d'un côté du polygone ; et ces arcs seront consé- 
cutivement tangens les uns aux autres , puisque le point commun 
à deux arcs consécutifs quelconque sera constamment sur le pro- 
longement d'un côté du polygone; c'est-à-dire, sur la droite qui 
joindra leurs centres. Un tel système d'arcs forme ce qu'on ap- 
pelle une anse de panier. 

Les rayons de ces arcs étant ainsi continuellement crolssans , du 
premier au dernier , si on prolonge l'un d'eux , de part et d'au- 
tre de ses points de contact avec les deux qui le comprennent , 
il enveloppera celui des deux dont le rayon sera plus petit que 
Tom. XXI. 4 
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le sien , et sera , au contraire , enveloppé par celui dont le rayon 
sera plus grand. 

Ceci suppose , au surplus , que le polygone générateur de l'anse 
de panier est convexe , dans toute sa longueur ; car , dans le cas 
contraire , suivant la manière dont s'exécuterait le développement 
du fil , le rayon de certains arcs pourrait être , à la fois , tantôt 
plus grand et tantôt plus petit que les rayons des arcs qui les 
comprendaient ; de sorte que de tels arcs , prolongés de part et d'au- 
tre , tantôt envelopperaient à la fois ces deux-là et tantôt en seraient 
à la fois enveloppés. 

Si Ton conçoit présentement que les côtés du polynôme devien* 
nent de plus en plus petits , de plus en plus nombreux et de 
moins en moins inclinés les uns aux autres , les arcs de cercles , 
dont se composera Tansc dc^ panier , deviendront eux-mêmes de 
plus en plus petits et plus nombreux et de rayons de mokis en 
moins différens. 

Si, enfin » on remplace le polygone par une courbe continue, la- 
quelle peut être considérée comme un polygone d'une infinité de 
côtés infiniment petits et infiniment peu inclinés les uns aux au- 
tres , Tanse de panier deviendra également une courbe continue , 
composée d'une infinité d'arcs de cercles infiniment petits , dont 
les rayons croîtront ou décroîtront par degré insensibles , et dont 
les centres seront les différens points de la courbe d'abord envelc^ 
pée par le fil; les tangentes à cette dernière courbe seront tou- 
tes normales à l'autre ; le point de contact de l'une quelcoïique 
sera le centre de l'arc infiniment petit de l'autre qui répondra au 
pied de la normale , et la distance entre ces deux points sera le 
rayon de cet arc. 

Rcciproquemment , une courbe continue étant tracée sur un 
plan , si on mène les normales de tous ses points , toutes ces 
normales seront tangentes à une seconde courbe qui sera évidem- 
ment celle qu'il faudrait prendre pour base de développement d'un 
fil dont l'extrémité mobile devrait décrire la première. Chacun des 
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points de la seconde courbe sera le centre de Tun des arcs de cercles 
infiniment petits dont la première pourra erre réputée l'assemblage; 
cet arc se trouvant situé à Tintersection de la première courbe 
avec la tangente menée à la seconde par ce même point ; et la 
longueur de cette tangente , terminée à ces deux points , sera le 
rayon, de cet arc. 

Ainsi , en résumé , toute courbe donnée peut être considérée 
comme composée d'arcs de cercles infiniment petits , de rayons 
continuellement croissans ou dccroissans , se touchant consécuti- 
vement ; le cercle dont un quelconque de ces arcs fait partie, et 
qui a évidemment même courbure que cet arc lui-même , est ce 
que nous avons appelé le cercle osculateur de la courbe en ce 
point ; et Ton voit qu'en général il doit toucher et couper a la 
courbe , c'est-à-dire qu'il doit l'envelopper d'une part et en être , 
au contraire , enveloppé de l'autre. Le centre de ce cercle qui 
est , en même temps , le centre de courbure de la courbe en ce 
même point , n'e&t autre que le point de contact de la normale 
en ce point avec la courbe à laquelle toutes les normales sont 
tangentes ; courbe qui est dite la développée de la proposée , et 
qui est évidemment le lieu géométrique des centres de courbure 
de tous ses points ; enfin son rayon de courbure , en un point 
quelconque , n'est autre que la normale qui répond à ce point , 
terminée à son point de contact avec la développée. 

Dans les points où la courbure de la courbe après avoir cru , 
commence à décroître, c'est-à-dire, dans les points où cette cour- 
bure est maximum , et , par suite , le rayon de courbure minimum , 
le cercle osculateur est évidemment enveloppé par la courbe , de 
part et d'autre du point de contact ; mais dans les points où , au 
contraire , cette courbure t&l minimum , et , par suite , le rayon de 
courbure maximum , c'est au contraire le' cercle osculateur qui 
enveloppe la courbe de part et d'autre du point de contact ; de 
sorte que , dans l'un comme dans l'autre cas , le cercle osculateur 
touche la courbe sans la couper. 
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On peut encore envisager la chose sous un autre point -de vue 
qui conduit exactement aux mêmes conséquences. 

Soit M i*un quelconque des points d'uttC courbe plane , par lequel 
soit menée à cette courbe une normale indéfinie. De Tun quel- 
conque C d«s points de cette normale pris pour centre , et avec 
la dislance CM pour rayon , soit décrit un cercle ; ce cercle aura 
évideàament , au point M , même tangente que la courbe ; et , pour 
cette raison , on dira qu'il lui est tangent en ce point ; d'où Ton 
voit , à cause de Tlndétermination du point C sur la normale, qu'une 
courbe peut avoir, en chacun de ses points , une infinité de cer- 
cles qui lui soient tangens en ce point , lesquels , comme Ton voit, 
ont tous leur centre sur la normale à la courbe au même point* 

De tous les ccrlcs qui touchent la proposée en M , ne consi- 
dérons que la série de ceux qui ont leur centre du côté de lançon* 
cavité de cette courbe , et qui ont conséquemment leur courbure 
dans le même dcns que la sienne. On pourra toujours « pour Tun 
d'eux , prendre le point C assez voisin du point M pour que ce 
cercle , du mornd dans le voisinage du point de contact , soit, 
de part et d'aiilre de ce point , enveloppé par la courbe. On 
pourra toujours , au contraire , pour uti autre cercle , éloigner as-> 
^z le point C du point M pour que , de part et d'autre du point 
de contact , ce soit le cercle qui enveloppe la courbe. 

Si Ton conçoit ensuite que Ton fasse marcher le point C , sur 
la normale, entre ces deux positions, on devra rencontrer une 
positron intermédiaire pour laquelle le cercle tangent aura , à la 
fois , une courbure plus grande que celle de la courbe d'un côté 
du p:]iint M , rïiais moindre qVic la courbure de cette courbe de 
l'autre côté de ce point. Un tel cercle tangeht stra donc enveloppé 
par la courbe , d\in côlé dix. point de contact, tandis qu'au con- 
traire ce sera lui qui l'enveloppera de l'autre côté de ce point ; il- 
s^îra donc , à la fois , tangent et séeatit è la courbure au point M , 
et sera conséquemment le cercle osculateur de cette courbe en ce 
point. Son centre et son rayon en seront donc , pour le mcma 
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point M , le centre el le rayon de courbure de la courbe en ce 
point. Son centre sera donc le point de la développée correspori- 
dant au point M ; et Ton voit même que ceci offrirait , au besoin , 
un moyen graphique de déterminer, à peu près , tant de points 
qu'on voudrait de la développée d'une courbe proposée. 

Mais les choses ne se passeraient plus de la sorte si le point M 
était choisi sur la courbe , de manière qu'en ce point sa courbure 
fût maximum ou minimum. Alors, dans la série des cercles dont 
n vient d'être question , on passerait , sans intermédiaire , d'un cercle 
enveloppé par la courbe des deux côtés du point de contact à un autre 
cercle qui l'envelopperait, au contraire , de part et d'autre de ce 
point ; et la position du point C sur la normale où la transition 
aurait lieu serait alors le centre de courbure du point correspon* 
dant de la courbe proposée. 

Dans le cas particulier où le point M serait un point d'inflexion « 
il est visible que le centre de courbure devrait être porté sur la 
normale à une distance infinie, de part ou d'autre de ce point; 
de sorte que la normale à un point d'inflexion d'une courbe est 
une asymptote de sa développée qui a ainsi au moins deux fois 
autant de branches infinies que cette courbe a de points d'inflexion. 

XII. On voit, d'après ce qui précède, que, si l'on veut dé- 
terminer quels sont les points de la courbe (i) pour lesquels 1q 
rayon de courbure a une longueur donnée r , il ne s'agira que 
de considérer x' et y dans les équations (4) et (.5i) , comme 
les deux inconnues dun même problème déterminé. On peut dire , 
en conséquence , que l'équation 

csi celle il'unc courbe qui coupe la proposée (i) aux poinis paur 
lesquels son rayon de courbure est égal à r. 



) 
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La formule (5i) prouve d'ailleurs que , aux points d'inflexion delà 
courbe -(i) , pour lesquels les équations (i3)sont toutes trois satisfai- 
tes, le rayon de courbure devient infini ; de sorte qu'alors le cercle 
osculateur se confond avec la tangente. On voit aussi que la for* 
mule (5i) est en défaut pour tous les points où les deux coeffi* 

ciens différentiels — et — sont nuls ; et on ne doit pas en être 

da/ dj* 

surpris , puisqu'alors il peut passer par le point (x^ 9^^) au moins 
deux branches de la courbe , dont chacune doit avoir son rayon 
de courbure. Ce rayon r doit donc alors être doané par une équa- 
tion d'un degré supérieur au premier, équation que l'on ohtien-* 
drait facilement par l'application des principes qui nous ont coas-^ 
tamment dirigés dans tout ce qui précède , mais à la poursuite de 
laquelle nous ne nous arrêterons pas. 

En éliminant 0^ etj^^ entre l'équation (2) et les équations (5o) 
du centre de courbure du point C^»/')» Téquation résultante 
en a: et ^ sera celle di:rlieu des centres de coiu'bure de tous les 
points de la courbe (i) , c'e&tà-dire , l'équation de la développée 
de cette courbe. Au surplus , il revient au même et il est plus 
simple de dire que l'équation de la développée de la courbe (i) 
est le résultat de l'élimination de x* et y entre l'équation (2) et 
la double équation 



— — ( ^^'^ V ^**^ ^^ Jf^ d*y / d5' \ à^S' 

da/ dp \ d/ y 31^» ~^ ni' dy àx'àyf V d^ / 1^ 



x-^x' /—y 



\ da;' / "*" V dr* / 



(61) 



y eut-on savoir enfin quels sont les points de courbe (i) pour 
lesquels la courbure de cette courbe est maximum ou minimum ? 
La question se réduira à rendre l'un ou l'autre la fonction r de& 
deux variables x* et ^^^ , liées entre eHes par la relation (a) ; il 
faudra donc , suivant ce qui a été expliqué ( tom. XX , pag. 337 ) 
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égaler d'abord à zéro la variation de la valeur (5i) de r , prise 
à la fois par rapport à ces deux variables , ce qui donnera , en 
supprimant les accens qui , dans cette rencontre , ne sont d'au- 
cune utilité , 

r j d** ^ dJ dr dxdf ^\ d7^ Hp^ilô^ db7 ^ ""v df "^"^ d7 '^ ) drrd/ "^ d/ dj^ -^J 

l\ dx J^\ ày J Sl\dr J d** d^- ^ d/ -^ dx J da,'d/ 

, d.9 / dS . d5 . \ dî5 . V dS Y d'-S , ^ 

+ d;^ V di;; ^-^-^ -d? ^-^j did^ -^ ( d^ ; d^ ^-^r 

mais Téquation (i) donne 

ax dy '^ 

ce qui fait d'abord disparaître la seconde partie du premier mem- 
bre de la précédente ; substituant dans Téquation restante la va- 
leur de ix ou de Sj- tirée de cette dernière , l'autre variation en 
disparaîtra aussi , et Ton obtiendra , pour solution du problème , 

gC^/^ £5 d5 d»5 \_^/££ d>5 d5 d»5 \) 
} djr \ dx da;* "^ dy da;d,r / dj; \ dj dy* dx dxdy J) 

i/ dS^ Y d»5 _ d5 d5^ d'S ç ££_ Y ^^^ \ 
(\^ dy / dx* dx dy dxdy \^ dx ) dy^^ 

X J^\ ày /)}\ dy J dxi dx dy* dx^dy "* \ dx J dy dxdy* \ dy^ ) dy^ ) ' ^ ^^ 



32 DE LA COURBURE 

c'est-à-dire que cetrc équation est celle d'une courbe qui coupe 
la proposée (i) aux points où sa courbure csi maxàmum ou mini" 
mum^ Ayant déterminé , parla combinaison de cette équation avec 
Téquation (i) , les coordonnées des points pour lesquels cette cir- 
constance a lieu , la substitution des valeurs de ces coordonnées, 
pour x' et y , dans la formule (5i) , fera connaître. la grandeur 
du rajron de courbure en ces points. 

XIII. En négligeant , dans Téquation (4) « les termes de plus 
d'une dimension en /et i/ , nous sommes parvenus à l'équation 
(6) de la tangente à la courbe (i) , au point {jc'\f') de cette 
courbe. On pourrait , pour plus de précision , ne rejeter , dans cette 
équation (4) 9 que les termes de plus de deux dimensions eu i 
et II , ce qui conduirait à Téquation 






qui appartient conséquemment à celle de toutes les lignes du se^ 
cond ordre qui passent par Torigine des / et 1/ qui se moule le 
plus exactement sur la courbe (i) , en ce point. A cause de celte 
propriété , une telle courbe est dite Yosculairlce du second ordre 
de la proposée au point où elle la touche. En raisonnant comme 
nous l'avons fait pour la tangente que , par analogie , on pourrait 
appeler osculahrice du premier ordre , on s'assurera facilement qu'en 
général Tosculatrice du second ordre d'une courbe , en Tun de 
SCS points , touche et coupe à la fois celle courbe en ce point* 

En repassant au système rectangulaire , au moyen des formu- 
les (5) , on pourra dire que l'équation de Tosculatrice du second 
ordre de la courbe (i) , en un quelconque (^^\y ) de &ts points 1 
est 
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<J»5' . dS' , ,, . dS' 



On voit , au surplus , que , sî le point ( x' ^ y^ ) élaît un point dou- 
ble , cette osculatrice se réduirait à deux droites ou a un point ; 
et que, si ce même point (jJ'^i^'^) était un point d inflexion , 
To^culalricc ne serait autre que la tangente en ce point. 

On pourrait aussi ne supprimer , dans l'équation (4) , que les ter- 
mes de plus de trois dimensions en / et 1/ , et Ton obtiendrait 
ainsi ce qu'on appelle Yosculalrice du troisième ordre de la propo- 
sée , en un quelconque de ses points , c'est-à-dire, celle de tou- 
tes les courbes du troisième ordre qui , eu ce point, se moule le 
plus exactement sur cette courbe en ce point, et de laquelle on 
prouverait que , dans le voisinage du point de contact , elle 
est toute située d'un même côté de la proposée , qu'elle touche 
ainsi sans la couper. On voit aisément par là ce que seraient les 
oscidatrices des ordres ^supérieurs , lesquelles couperaient et touche- 
raient , à la fois , la proposée , ou bien seraient entièrement situées 
d'un même côté de cette courbe , suivant qu'elles seraient d'un 
ordre pair ou d'un ordre impair. 

XIV. Les formules auxquelles nous sommes parvenus dans tout 
ce qui précède sont un peu plus compliquées que celles qu'on emploie 
communément à la résolution des diverses questions que nous avons 
traitées ; mais , outre qu'elles en sont aussi plus symétriques, leur 
apparente complication en rend l'application plus facile. En ne sup- 
posant pas , en effet , que l'équation proposée soit résolue par rap-- 
port à une des deux coordonnés x et^, il sera toujours permis 
de supposer que S est une fonction rationnelle et entière de ces 
deux coordonnées ; ce qui rendra les divers cocfliciens différen- 
tiels très-faciles à obtenir. Au surplus , rien ne sera plus aisé que 
de revenir de nos formules aux formules ordinairos ; il ne s'agira 
Tom. XXI. 5 
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pour cela que cVy changer d*abord respectivement - — , -j- 






en 



âr 



dx» ' 



d^.r 



, d'y poser ensuite 



— =0 > et d*y faire enfin tous les autres coefliciens différentiels 
dr 

nuls. 

XV. Terminons en appliquant ces généralités à la ligne du se- 
cond ordre donnée par Tcquation. 

^a*4./?y4-2C:i7-f2/)x-f.2j^-4-Fc=o . (a) 

On aura d'abord , pour le point ( ^'' j/0 » 



Jj:''-^By*+:iavy+2Dx+2Fy^F=:o , (b) 



et de là 



d5' 
17 

àK9 

dl^ 

d^.Ç' 
dl^ 



=^2(Jj:'+Cy+D) , 



d.S' 



^J 



j —2(ny+Cx^+£) , 



=2.^ , 



d»5^ 

ôxuiy 



2C , 



= 



à\9 



= 



ÙK9 



àx'dy^ 



dp»" 



=0 



=25 , 



à^S' 



(0 



dyi 



=0 



Cela posé, la formule (17) donnera . pour Téqualion de la tan* 
génie en ( x\y ) , 

OU bien 



OU, en ajoutant Téquallon (b) et réduisant , 
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La formule (19) donne pour Téquation de la corde de contact 
de Tauglc circonscrit à la courbe (a) , ayant son sommet en (^, ^) » 
en ayant égard à 1 équation (a) , 

• • . 

{Ja-{-Cb+D)x-i-(Bà'\-Ca-^E)^+(Da+Eb-\-F)=o . (e) 

# 

La formule (22) montre que si , à k courbe (a) , on mène deux 
tangentes parallèles à une droite ayant pour équation 



7"" b ' 

la droite qui joindra les deux tangentes aura pour équation 

(aA^bC}x+{bB+aC);fr^(aD^bE)z=zo . (f) 

Si Ton veut mener une tangente commune à deux branches de 
la courbe (a) , on aura (26) ,.pour déterminer les deux points 
de contact, outre les étjuations (a) et (b) , la double équation'* 

y/c+Cy + D By+CxA-E Ax^+By^+2Cxy'\'Dx+Ex 



laquelle devient simplement, au moyon des équations (a) et (b) » 



Jx+Cy+D By+Cx+E Dx+Ey+F 

Ax'+Cy^+D By'+Cx'+E Dx'+Eyf+f 



n t 



tirant de celte double ëqualioa les râleurs de x^ et ^ pour les 
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substituer clans Tëquation (b) , et ayant égard à 1 équation (a) « 
on trouvera pour la courbe qui coupe la proposée aux points où. 
elle est loucbée pfir des tangentes communes à deux de ses branches , 

S(4x+CY+Dy-'2C(Ax+Cr+DXBy+Cx+E)+J{BY+Cx+E)z=zo ; (g) 

équation qui appartient aux deux asymptotes si la caurbe est unâ 
hyperbole , et qui n'exprime rien dans le cas contraire. Les asymp- 
totes d'une hyperbole sont , en effet , des tangentes communes à 
ses deux branches. 

La formule (27) donne , pour Téquation de la normale à la 
courbe (a), par le point (x'^jy"^), pris sur cette courbe, 

(B/+Ca:^^E)(x—j:^)—(Jj:^+Cy+D)(jr^f)=o ; (h) 

les deux constantes x^ ^ y^ étant liées entre elles par la relation (b). 
D'après la formule (28) , l'équation 

■ 

(Z?7+Cx+^(a:--«)—(^j:+r>-+2))(^-A)=0 , (i) 

est celle d^une courbe coupant la courbe (a) aux pieds de foutes 
les normales qui peuvent lui être menées par le point ( a , & ) de 
son plan ; et comme cette équation du second degré n'est point , 
en général , susceptible d'abaissement , il s'ensuit que , de l'uu 
quelconque des points du plan d'une ligne du second ordre , on 
peut , généralement parlant , abaisser jusqu'à quatre normales à 
qctte courbe. 

La iormule (2g) donne Téqualion 

Q)A^aC)x—{aB'^hC)y\{hB^aE)^o , (k) 

pour celle d'une droite qui coupe la courbe (a) aux pieds de tou- 
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tes les normales qui peuvent lui ^ire menées parallèlement à ur.e 
4jroite donnée par Tëquâtion 

1 — L . 
u~ h ' 

ces normales sont donc au nombre Je deux seulement. 

D'après la formule (3i) , si Ton veut mener une normale com- 
mune à deux branches de la courbe (a) , on aura , pour détermi- 
ner les deux points ( ^ i ^ ) t ( -^^ • .X'M ^^ cette courbe où elle 
se termine , outre les équations (a) et (b) , la double équation 

Ax+Cy+D _ By+Cx+E x(Br+Cx4'E)'^r( ^x+Cy+D) 

Ax'+Cy+D ~ Bf+cJ+E ~ 'x\Df+Cxf+Ey'j\Ax'+Cjf^D) ' 

» 

entre laquelle et Téquation (b), éliminant x^ cr^ , et ayant égard 
à Téquation (a) , on obtiendra pour solution du problème Téqua^ 
tion 

(Bjr+ Ca:+E){J(Jx'hCjrJ^D)J^C(Bf^Cx+E)) 

: =0 ; (1) 

équation que Ton reconnaîtra facilement pour celle des deux dia- 
mètres principaux de la courbe (a) ; lesquels sont , en effet , les 
deux seules normales communes à deux^ branches de cette courbe. 
Les formules (82) et (35) montrent que, pour que la courbe (a) 
ait des points doubles , il faut qu'on ait à la fois 

^a:-|-C/+D=o , Bj'+Cx'{-E=:o ; (m) 

mais Téquation (a) pouvant âlre écrite ainsi, 

les deux autres la réduisent simplement à 
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Dx+Z>-fF=o ; 

éliminant donc ^ et ^ entre ces trois éfjualions , on trouvera » 
pour la condition qui fait acquérir des points doubles à la courbe (a) » 

D(BD^CE)^£(AE—CD)-\-F{C'-'JB):^o ; (n> 

cette équation étant supposée satisfaite , tes points doubles seront 
donnes par les équations (m) ; d'où Ton voit qu'il n'y en aura 
jamais plus d'un. Il y aura d'ailleurs , en ce point , deux bran- 
ches de courbe qui se couperont ou se toucheront , ou bien ce 
point sera tout à fait isolé (35) suivant que la quantité 

C'—JB , 

sera positive , nulle ou négative. On reconnaît , en effet, que les. 
équations (m) sont celles du centre "de la courbe (a) et que Ta 
condition (n) e&t celle qui exprime que cette courbe se réduit à 
son centre ou à deux droites qui se coupent en ce point. Quant 
aux points triples , il est visible qu'une ligne du second ordre 
n'en saurait ofl'rir. 

Les formules (5o) donnent pour les écjuations du centre de cour- 
bure de la courbe (a) , en un quelconque ( a/ , ^^ ) de ses points » 



arsa^— 



(^x^+C)^+ D) { Ç^x^+ Cy+Dy+{By '+ Cxf+Ey} 



^=7'- 






et pour son rayon de courbure en (-^17)1 
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{(.</x'+0'+î>)"+(%'4 Cji/+K)^y 



j(Br'+Cx^+Ey—2C{Ax^+cy+D){nY^+Cx'+E)+n{,ix^+ cy+ny ' 

sur quoi on peut remarquer que le dénominalcur commun à ces 
formules revient à 

JS(BD - CE) +E{AE—CD) +F{C—AB) 

dont la dernière ligne s'évanouît en verlu de Tcqualion (b) ; de 
fiorle que les coordonnées du centre de courbure de la courbe (a) 
au point ( Jr^ , ^ ) sont simplement 



(o) 



_ \ (y/a/+ C^-f^ D) [ (,^ i/+ Cr'+ P)»4- (gr^+ Cx^-^Ey ) 

, (g/4 Cx/+E) { (//j/4- fy •!■ Dy+(B)^^-Cx'+E)^ } 

y^y^ D(BD--CE)^E{yŒ'^CD)+F(0'^JB) ' 

cl son rayon de courbure au même point , 



_ ( (^i/4 Cy+ Dy+( Bf + r.V+g)^ ) ' 
'^~ V{nD'-CE)+E{yIE—CD)+F(C»^.m) ' ^'^^ 

Nous ne nous occuperons pas de la recbercbe de la développée 
de la courbe (a) dont l'équation serait probablement fort com- 
pliquée. Nous remarquerons seulement que , pour la courbe (a) . 
Téquation (6l) do la courbe qui en coupe une autre proposée aux 
points où la courbure de cctie courbe o,si. maximum o\i minimum , 
a son second membre nul ; et , comme son pren)icr membre est 
le produit de deux ficleurs , on peut y satisfaire en ég;»lanl l'un 
ou Fautre de ces facteurs à zéro. On trouve alors, par les subs- 
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tiiulions, ou Tequatton (1) commune aux deux axes delà courbe 
ou Tcquatlon (g) commune à ses deux asymptotes , si toutefois 
celle courbe est une hyperbole. 

Quant à Tosculalrice du second ordre de la courbe (a) , il esl 
manifeste qu'en chacun de ses points cette osculatrice n'est autre 
que la courbe elle-même. 



QUESTIONS PROPOSEES. 

Problème de Géométrie. 

XJES deux dérivées relatives k x e\-jr de l'équation d'une courbe 
quelconque , égalées à la fols à zéro , déterminent , sur son plan , 
un certain nombre de points ; lesquels , lorsque la courbe est une 
ligne du second ordre , se réduisent à un point unique qui en 
est le centre. 

Quelles sont , dans les autres cas , les propriétés les plus remar-» 
quables de ces sortes de points? 
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AJVALYSE ALGEBRIQUE. 

De Vélimination entre un nombre quelconque 
^équations de degrés quelconques ; 

Par M. Gergonne. 



/V\\VWW\W'VWX\'V\/VV\ 



V/N sait que , pour transformer des tables de logaritlimes , cal- 
culées pour une certaine baset en tables de logarithmes relatives 
a une autre base , il suffit de diviser tous les logarithmes des tables 
données par le logarithme de la nouvelle base , pris dans ces mê- 
mes tables. Mais celui - là serait bien maladroit qui , ayant à exé- 
cuter une pareille transformation , ferait effectivement autant de 
divisions que les tables données contiendraient de logarithmes ; il 
est incomparablement plus court et plus commode de diviser Tunilé 
une fois pour tout , par le logarithme de la nouvelle base , pris 
dans les tables données , et de multiplier ensuite tous les loga- 
rithmes de ces mêmes tables par le quotient obtenu. On pourrait 
même en formant, à l'avance , une table des produits de ce quo- 
tient , par les neuf premiers nombres naturels , réduire tout le tra- 
vail à de simples additions. 

C'est à peu près de cette manière qu'en agissent les habiles calcula- 
teurs , dans tous les cas analogues ; ils évitent avec grand soin les 
divisions et extractions de racines qu'ils remplacent , autant qu'ils 
le peuvent , par des multiplications et des formations de puissan- 
ces ; et tel est , en particulier , un des principaux avantages qu'on 
retire , dans la pratique , du développement des fonctions en sé- 
ries. Ils poussent même l'attention jusqu'à éviter les soustractions 

Tom. XXI, i/' août i83o. 6 
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que , au moyen de ce qu'on appelle complémens arithmétiques , ils 
parviennent à remplacer par des additions. 

Parmi les recherches dans lesquelles la division est employée «' 
une des plus Ingrates , à raison des diverses préparations que le 
plus souvent elle nécessite , est sans doute celle du plus grand 
commun diviseur entre deux polynômes proposés. Or , comme Tob- 
serve M. Bérard , géomètre distingué de Briançon^dans une note 
qu'il nous a transmise II y a quelque temps , Ici , comme en beau- 
coup d'autres rencontres , la multiplication peut suppléer à la dl- 
Tision. Chercher , en effet , le plus grand commun diviseur, en- 
tre deux polynômes P et P^ ^ fonctions rationnelles et entières de 
X , c'est , en d'autres termes , chercher Téquatlon du degré le plus 
élevé en a: qui puisse vérifiera la fois les deux équations iPcz:o » 
P^z=o. Pour la découvrir , M. Bérard combine celles-là entre elles 
par multiplication et addition , de manière à rabaisser le degré de 
Tune et de l'autre successivement d'une, de deux, de trois , ..•• 
unités, jusqu'à ce qu'il soit parvenu à deux équations identique- 
ment les mêmes , ou ne diffèrent au plus l'une de l'autre que par 
un facteur Indépendant de x. £n supposant que , privées de ce 
facteur , elle se réduisent toutes deux à D=o , cette dernière 
sera évidemment l'équation du degré le plus élevé qui puisse vé- 
rifier à la fois les deux premières , d'où il suit que le polynôme 
D sera le plus grand commun diviseur entre les deux polynômes 
P et P\ 

Pour faire de ce procédé une application dont Vutllité puisse 
Être facilement comprise , M. Bérard suppose qu'ayant à résou- 
dre Téquation 

on veuille , avant tout, mettre en évidence ses racines égales, si 
toutefois elle en a de telles. On sait que , s'il en est ainsi , la 
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dérivée de son premier membre doit être nulle , et que le plus 
grand commun diviseur, entre ce premier membre et sa fonction 
dérivée , doit contenir tous les facteurs égaux de la proposée , ex- 
cepté un de chaque sorte ; égalant donc cette dérivée à zéro , ce 
qui donnera 

7a-*+3ox^+3o:r*— 240;'— 45x'— 6ar+8=o ; (2) 

il s*agira , en premier lieu , de trouver Téquation du degré le 
plus élevé qui vérifie â la fols les équations (i) et (2). 

Pour cela , soit prise la somme de leurs produits respectifs par 
-4-7 et — j; , il en résultera cette nouvelle équation du sixitîme 
degré qui pourra remplacer celle du septième dans la recherche 
de leurs racines communes 

5x^+i2x^—i8x^^6ox^'^i5x'+/^8x+!i8=o ; (3) 

de sorte que nous n'aurons plus à considérer que deux équations 
du sixième degré seulement. 

Prenant, tour à tour , la somme des produits respectifs des équa- 
tions (2) et (3) , d'abord par +5 et —7 , puis par —7 et +2 , 
en divisant la première des équations résultantes par 6 et la se- 
conde par 3x , il viendra 

iix^-^/^Gx^+Sox^ — 20a:* — 6ix — 261=0 , (4) 
i3x^'\'62x^-{'82x^ — i6ar*— gSo: — 4^=0 ; (5) 

équations fj[ui ne sont plus que du cinquième degré seulement , 
et qui peuvent , comme les équations (2) et (3) , remplacer les 
deux proposées dans la recherche de leurs racines communes. 

Prenant enfin , tour à tour , la somme des produits respectifs 
de ces deux dernières , d'abord par -^13 cl +u , puis par -f-23 
et — -i3 , en divisant la première des équations résultantes par 84 
et la seconde par 8/^x , il viendra égalemcnl 
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a:*-|-3.r'-f-,r' — 3.r — 2=0 ; (6) 

celle dernière équation vérifie donc , à elle seule , les proposées 
(i) et (2); son premier membre est donc le plus grand commun 
diviseur des leurs. 

Vcul-on savoir si celte dernière équalion (6) n'a pas elle-même 
des racines égales ? Il faudra pareillement égaler à zéro la dérivée 
de son premier membre , ce qui donnera 

4'^''"i"9'^*+2-^— 3=0 , (7) 

cl cberclier quelle est Téqualion du degré le plus élevé qui vé- 
rifie à la fois les équalions (6) et (7). 

Soit prise d'abord la somme de leurs produits respectifs par -|-4 
et — X ; on obtiendra celte seconde équalion du troisième degré 

3x'+2ar»— 9:r— 8=0 . (8) 

Prenant , tour a tour , la somme des produits respectifs des équa- 
tions (7) et (8) , d'abord par +3 et — 4 ^ P^'s par -|-8 et — 3, 
il viendra, en divisant par x , la dernière des équations résultantes, 

'9-^'+42^+23=o , (9) 

23jr'-|-66a;-{-43 = o ; (10) 

équations qui ne sont plus que du second degré seulement. 

Prenant enfin , tour a tour, la somme des produits respectifs 
de ces dernières, d'abord par — 23 et -I-19, puis par -f43 et 
-—23 , et divisant la première des deux équations résultantes par 
288 et la seconde par 288^; , il viendra également 

:r-|-i=o ; (11) 

celte équalion vérifie donc , à elle seule , les proposées (6) et (7) ; 
son premier membre est donc le plus grand commiJ^n diviseur deç 
leurs. 
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Dotic '9 suivant la théorie connue des racines égales, le pre- 
mier membre de Téqualion (6) est divisible par (a'+i)' ; el, en 
effet , eu exécutant la division , on trouve que cette équation re« 



(v^+x^2)(X'^jy=0 ; (12) 

donc aussi , suivant la même théorie , il y a , dans le premier 
membre de la proposée (i) , deux facteurs égaux à x^-^x — 2 el 
trois facteurs égaux à x+i , et , comme elle n'est que du septième 
degré seulement , elle doit revenir à 

(a;»+x_2)Xr+i)'=o ; (i3) 

comme on s'en assure , en effel , par le développement. 

Voilà donc que , par des multiplications et additions extrêmement 
simples et faciles , nous sommes parvenus à mettre en évidence 
les racines égales d'une équation proposée du septième degré , et 
Ton reconnaît ici le procédé d'élimination donné par Euler , dans 
le deuxième volume de son Introduction au calcul différentiel (^ chap. 
XIX ) , procédé fort élégant et fort commode et qui nous paraît 
bien préférable à la méthode d'élimination par le plus grand com- 
mun diviseur, où , par une inconcevable antinomie , on remplace 
à dessein , par des divisions , ce qui se peut faire si simplement par 
des multiplications ; méthode dont nous ne pensons pas que ja- 
mais aucun calculateur tant soit peu exçrcé se soit jamais avisé de 
se servir pour son propre usage , et qui n est , de la sorte , qu'une 
méthode de pure spéculation , une méthode d'apparat , uniquement 
réservées pour les examens publics (*). 



(^) J'ai va un temps où cette méthode d'élimination était tellement en 
faveur que les examens des aspiraqs aux écoles des services publics ne rou* 
taient , pour ainsi dire , que sur elle ; on était admis ou rejeté suivant 
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Avant d*examiner plus en détail , et de chercher à réduire à sa 
juste valeur la critique plus ou moins vive qu'on a faite , dan* 
divers ouvrages élémentaire , de la méthode d'élimination d'Euler , 
et les motifs de la préférence accordée à celle qui se fonde sur 
la recherche du plus grand commun diviseur , remarquons d'abord 
que le procédé de M. Bérard pourrait être facilement étendu à la 
recherche du plus grand commun diviseur enire trois ou un plus 
grand nombre de polynômes. 

Pour en donner un seul exemple , supposons qu'on ait unique- 
ment intérêt à savoir si Téquation (i) n'a pas quelques racines 
triples ; il est connu que , si elle a de telles racines , elles doi- 
vent se trouver , non seulement dans Téquation (2) , mais encore 
dans Téquation qu'on obtient en égalant à zéro la dérivée du pre- 
mier membre de cette dernière ; ce qui donnera , en divisant par 6 » 

70:^-4- 25a'*-f- 20a:' — 120:*— i5x — ISO ; (i4) 

de sorte que la question se trouvera amenée à assigner le plus 
grand commun diviseur entre les premiers membres des équations 
(i) , (2) , (i4) ) ^^ i ^^ 4^^ revient au même , Téquation du de- 
gré le plus élevé qui les vérifient toutes trois. 

D'abord , en opérant sur les équations (i) et (2) , comme nous 
l'avons fait ci-dessus , on en conclura l'équation (3) qui , dans la 
recherche qui nous occupe , pourra ainsi remplacer la première ; 
de sarte que la question se trouvera réduile à assigner Téquation 
du degré le plus élevé qui vérifie à la fois les équations (2) 1 

(3) . (i4). 



qu*on la possédait bien oa mal. Un peu avant , ç*avait été le tour de la dis- 
cussion des lignes du second ordre , par la résolution eilective de leur équa- 
tion , c*cst-à-dire , par la méthode de Chézy ; méthode qui refuse le service 
dès ic troisième dcgr^', et que néanmoins on persiste encore aujourd'hui à 
olTrir comme modèle. 
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D'abord , en retranchant de Téquation (2) le produit de Téqua- 
tlon (i4) , par x , il vient 

5x^-f-ioa:* — 120;^ — 3oa:*— 5ar+8=o ; (i5) 

en prenant ensuite la somme des produits respectifs des équations 
(3) et (i4) par — 7 et +5 , il vient 

4i^'+226x*-f-36oa:'4-3oa:* — 34 i:r— 196=0 ; (16) 

de sorte que nous n'avons plus à considérer que les trois équations 
du cinquième degré (i4) , (i5) , (16). 

Prenant , tour à tour , la somme des produits respectifs de ces 
trois dernières, d'abord par -{-720, —557 ^^ —55, ensuite par 
•4-1 3o8 , — i33i et —61 , puis enfin par •4-3708 , — ^Sgg et 
— 125 (*) , en divisant la première des équations résultantes par 
12 ^ la seconde par i2j: et la troisième par i2X* , il viendra 

i07a:'+535x'+895a:+467 = o , (17) 

467a:'-hi68i2:«+i867j:4-G53=o , (18) 

653a;'+32o5j:*+5o29j:-t-2477=o ; (19) 

équations qui ne sont plus que du troisième degré , et qui , dans 
la recherche qui nous occupe , peuvent remplacer les équations 

(0 . (2) . (i4). 

Prenant enfin , tour à tour , la somme des produits respectifs 
de ces trois dernières, d'abord par ^-665o7 , -{-1070 et — ii663 , 
ensuite par +121725 , -|-6652 et — 247o3 , puis enfin par 
-j-223437 , -I-21938 et —47909 » ^^ divisant la première des 
équations résultantes par 2868228 , la seconde par 2868228a: et 



I f » ■ 



(^) On verra plas lein comment se forment ces maltiplicatcnrs. 
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la troisième par 28682280;', il viendra également x-f-i =0 ; d'où 
on conclura (jue or+i est le seul facteur triple du premier meoH 
bre de Tcquation (i) , comme nous Tavions déjà trouvé. 

Revenons présentement à Télimination , et remarquons , en pre« 
mier lieu , que , quelles que soient deux équations algébriques 
en X , entre lesquelles on se propose d*élimiuer cetle lettre , et 
que nous supposons d'ailleurs ne renfermer ni radicaux ni déno- 
mina leurs , il est toujours permis de les supposer du même degré , 
par rapport à cette même lettre ; puisque , dans le cas où elles se- 
raient de degrés inégaux , on pourrait toujours les amener à être 
du même degré , en multipliant la moins élevée des deux par 
une puissance convenable de x. C'est donc fort inutilement , à 
ce qu'il nous paraît , que Euler , dans l'endroit cité , a cru de- 
voir considérer , tour à tour , des équations du même degré et 
des équations de degrés difTérens. 

Soient donc les deux équations d'un même degré quelconque 

^^x- +J,ar"+J^ar''+ +^^«..^'+^«.. x+J^:=o , 

J?o r- +B,ar'^+B,x-- + +B^.^x^+B^_,x+B^=o ; 

le problème de l'élimination consiste à déduire de ces équations : 
I.** une équation de relation entre les coefficiens de leurs difTérens 
termes ; 2.** une valeur rationnelle de x fonction de ces coefH- 
ciens. 

Remarquons bien que le mécanisme du calcul étant tout à fait 
indépendant de ce que représentent les symboles sur lesquels on 
l'exécute , le problème se résoudra toujours de la même manière 
quels que soient les coefliciens des deux proposées. Si ces coefH- 
ciens sont des quantités déterminées , l'équation de relation entre 
eux exprimera la condition nécessaire pour que ces deux équa- 
tions puissent être satisfaites par une même valeur de x qui sera 
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prccisëftifent la valeur qu*on obtiendra pour cette inconnue. Si ces 
coefficiens sont des fonctions quelconques d^une autre inconnue 
y , l'équation de relation entre eux sera ce qu'on appelle , dans 
la théorie de réliminalton , î équation fnale ^n y ^ et alors la va- 
leur de X sera exprimée en fonction de cette dernière inconnue. 
On pourrait d'ailleurs supposer que ces coefficiens sont fonctions 
d*un plus grand nombre de variables. 

Ces choses ainsi entendues , soit prise , tour A tour , la sofinme 
des produits respectifs de ces deux équations , d'abord par — ^^^ ^^ 
-f-^o , puis par +5|p et — ^» (*) » et divisant la dernière des 
deux équations résultantes par x , et posant , pour abréger , 



on aura 



(*) Si les coefficiens ^o et B^ ou les coefficiens Am et Bm , on les ans et 
les autres avaient an divisear commun , il suffirait de multiplier par les quo- 
tiens obtenus en les divisant par ce divisear ; 1< calcul s*en trouverait d*au* 
tant 3implifié. 

Tom. XXI. 7 
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équations qui ne sont plus que du (m— i)'"** degré/ seulcmcnl pat 
rapport à x. Par rappllcalion réitérée du menue procédé on par* 
viendra successiivement à des couples d'équations de degrés de 
moins en moins élevés ; de sorte qu pn arrivera finalement à deux 
équations du premier degré en x , dç^ucUes on déduira d*abor4 
la valeur de x , sous deux formes idyifiFérentes , égalant ensuite eo^ 
tre elles les deux valeurs aiosi obtenues , Téquation résultante sera 
Téquation de relation demandée, et conséquemment Téquation fi- 
nale en / , si les coefficicns sont des fonctions de cette autre ia-« 

connue. 

Si, par Teffet de V^baisscment. .successif des équations « par. rap* 
port à a: , on parvenait à deux équations d*un certain degré qui 
dissent exactement les mêmes , on en ^conclurait que leur premier 
membre est facteur des premiers membres des proposées. Ce fac- 
teur , égalé à zéro , donnerait donc des solutions indéterminées du 
problème , et , pour en avoir les- solutions déterminées , il fau- 
drait délivrer les premiers membres des proposées de leur fac- 
teur commun , et opérer sur les équations résultantes comme il 
a été dit ci-dessus. 

Si, pour quelqu'une des valeurs de y^ déduites de Téquation 
finale , les valeurs de x devenaient toutes deux indéterminées , il 
serait facile d'en conclure que les deux équations du premier de- 
gré en X ont Tune et Tautre un facteur commun , fonction de^, 
que cette valeur rend nul , et qui satisfait ainsi aux deux propo- 
sées , quel que soit x. Si enfin en cherchant à rabaisser le degré 
des proposées par rapport à jt , on tombait sur quelque équation 
absurde, on en conclurait que ces proposées sont incompatibles , 
et qu'ainsi le problème qui y a conduit est impossible. 

Tel est , au fond , le procédé d'élimination exposé par Euler , 
dans Tendroit cité ; on a dit de ce procédé : i.® qu'il ne faisait 
pas voir comment deux équations avaient lieu en même temp», 
tandis que rien ne semble plus propre à exprimer analytiquement 
celte circonstance que de combiner ces équations entre elles i 
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comme ëqualîons d'un même problème ; 2.^ qu*il né donnait au- 
cune lumière sur les relations entre les valeurs de Tinconnue res- 
tée dans* Téquation finale et Tes valeurs correspondantes de Tin- 
connue éliminée ; et l'on voil qu au coutraîre , il donne l'expres- 
sion de cette dernière en fonction de l'autre sous deux formes dif- 
férentes; 3.^ enfin qu'il conduisait à une équation finale d'un de- 
gré trop élfevc , et nous conviendrons qu'à défaut de certaines 
précautions, il en serait réellement ainsi ; mais, outre qu'-on^n 
peut dire autant de la méthode d'élimination par le pFus grand 
commun diviseur , nous allons faire voir qu'il est très-aisé ici d'évi- 
ter cet inconvénient , et qu'en outre , en rattachant la recherche 
pour chaque degré aux résultats obtenus pour le degré immédia- 
tement inférieur , le calcul s'exécute sans qu'on ait , pour ainsi 
dire , d'autre peine que celle d'écrire (*). 

Venons présentement aux cas particuliers dans lesquels nous 
supposerons conslammeill que les coeflicicns sont des fonctions ra- 
tionnelles et entières de y , des degrés marqués par leurs iudifcs 
respectifs. 

Premier Degré. 

Soient les deux proposées du premier degré , 



(•) En gâtant un peu le procédé d^cUnûoation d^tulcr , c'esl-à-dirc , n'al- 
taquant constamment les équations que par la gauche , ce qui détruirait 
toute la symétrie des calculs , on le ferait exactement revenir . pour fe fond , 
à celui du plus grand commun diviseur, sur lequel pourtant il «conserverait 
encore 4'avâtitage d*une forme plus commode. On pourrait aussi n'attaquer 
constamment les équations que par la droite ; on obtiendrait ainsi une noa- 
▼elle équation finale dont le plus grand commun diviseur , avec Féquation 
déduite de Vautre procédé , serait la véritable équation finale délivrée de 
tout facteur étranger. 
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^ ...... 

j1„B,-^J,B,^C,, A^B^—A^B^^C^-, A,B^''A^B,=C, ; (8) 

on retombera précisément sur les équations (4) ; d'où il suit qu*on 
obtiendra la double valeur de x de Téquatioo en ^ , en , substi- 
tuant les valeurs (8) dans les formules (5) et (6) ; on aura donc 
ainsi , pour la double valeur de ;r , 

et pour Tëqualion en jr 

{A,B,--A^BJ^{A,B,^A,B,){A,B^^A,B,)^o ; (lo) 

équation du quatrième degré , et qui s'abaisserait au deuxième si 
JB^ était nul , c'est-à-dire , si la dernière des équations (7) n'é- 
tait que du premier degré , puisqu'alors tous les termes restant 
^e Téquation (10) seraient divisibles par a4^. 
Si les proposées étaient 



C,x*+C^x+C^:=o , du 3."* degré , 
C,a:«+C^x+C,=:o , du 5.™* degré , 

la double valeur de x deviendrait 

....._« ^*^<^*^i* , " ^»^|— *t^,^4 ^ 

et l'équation tn jr serait 



(") 



<I2) 



(C^*-C.C,)*-(C.C,-.C,C,)(C.C,-C,C,)=o . 
ou bien, en déyelo^ant et ordonnant par rapport k C^ 



V 
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équation qui ne s'élève qu'au douzième degré seulement , et en- 
core voîr-on que si*^ C^C^^^C^C^ otail divisible par C, , que sî 
Von avait , par exemple , 

tous ses termes étant alors divisibles par C^ , elle deviendrait 

de manière qu'elle ne s'élèverait plus qu'au neuvième degré. 

Troisième Degrés 

Soténi les deux proposées , du troisième degré , 

si Ton prend , tour à tour , la somme de leurs produits respec- 
tifs , d'abord par — -B<, et ^A^ , puis par +^) ^^ — -^, ; en divi- 
sant par X la dernière des écjuallons résultantes , et posant, pour 
abréger , 

('7) 
jt„B^—A^B^-=zC^ , 

A,B^^A^B,-D, , 
d'où 

C, C-C. C4=<^,B.— ^. B.X^. B,— ^, B.)-(^.B.— ^. Bo)(A , B, -À, B.) ; 

ou , en développant , réduisant et déconnposant , . . 
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oa 



elle* deviendront prëcisément les éqaaiions (ii) , avec la condi- 
tion (i4); d'où il suit qu'on obtiendra la double valeur dexet 
l'équation en/, en substituant les valeurs (17) dans les formu- 
les (12) et (i5) ; on aura ainsi, pour la double valeur de x , 

(//,B.— ^.B.X^.B,— ^, B,)-(AoB,—A, Bo^A^B^^A, B.) ' 

_ (AoB.—A, B,\yl. B,—A, B,)-(A,B, —A, B„)(A , B—A, B.) 

(^B . —Al B,y(A, B,—A, B,)^AoB, -A* £„)» ' 

et pour l'équation en jr 

{A,B,-'A,B.y 

[iA,B,^A,B,)(AB,~A, B,)+2{AoBi—AiBX^,B,~A, B.)}(^.B,-^, B„) 

: (»9) 
+(//.B.-^.F.X><.B,— -^. B.)«+(^.B, -A, B,XA,B,^A,Boy 

V 

^(a,b,^Aib;)(AiB,-~a, b.x^^. b,— ^, b.)=o , 

qui ne s'ëlève qu*au peuvième degré , comme cela doit être. 

Si Ton suppose i?| nul , c*est-à-dire, si Ton suppose que la der* 
nière des équations (i6) n*est que du second degré , tous les ter- 
mes restans, dans Tëquation (19) , se trouvant divisibles par ^|, 
cette équation ne s'élèvera plus qu'au sixième degré seulement. 
Si , ensuite , on suppose que ^, est nul aussi , c'est-à-dire , si 
l'on suppose que la dernière des équations (16) n'est que du pre-* 
mler degré , tous les termes restans dans la nouvelle équation se^ 
Tont encore divisibles par ^^ , de sorte quelle ne s'élèvera plus 
alors qu'au troisième degré. 

Si les proposées étaient 
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C.jr'-|-C,jr«-+C,x+C^ = o , du 4. "• degré 

m 

C^x^+C^x^+CtX+C,^o , du 7.»« degré 
la double valeur de x deviendrait 



(c.c.-.c.r,vr:.r,-.g,r«v(c.c,-.(;,.) 
(c.t,-c.6,x(;.t,-.6;c,)-(c.c.-c,c>,xc,c.-6V) ' 




(20) 



(C.C,-C.C,XC,C,-C,C.)-(C,C,-CV) 



(21) 



et TéqualioD ea ^ serait 



(C.C,-C/)' 



ou bien , en développant et <M'd«nnant par rapport i C^ f 
+{ 3f .»C,^a(C.f , C..+C.='C,C,)-(C, C,'+f , 'C,)+(C. C.+C.C,XC. C.-C. C,)} C,» 

+{c,{c,"-2C,c,xc.Ci-c,Csy'{c,c,c,+c,c,c,)(c,c,^c,c,)+c,(Cr'-2C,c,xc.c,-c,c;)}c^ 



( 



équation qui ne s*ëlëve qu^au vingt-quatrième degré seulement ^ 
et encore voit-on que « si chacun des trois binômes , 

(lait divisible par C^ , que si Ton ayait , par exemple > 



DE L'ELIMINATION» 57 

tons SCS termes étant alors divisibles par C^* , elle deviendrait 
•knplement 

+{3C.'r/-a(c.c,r,.+c.'C,c,)-(c.c,3+c,'C,)+(c.r,+c.r,x<:.r.-r,c,)} 

■ 



de manière qu'elle ne s'élcvcraît plus qu^au scrz.!ëmc Jcgré* 

Quatrième Degré. 

Soient encore Tes Jeux pressées an qualrieoie degré 



•Al l'on prcnc! , tour à loar , la somme (îe leurs produrts rcspcr lifs*^ 

d'abord par — B^ et +/^o » po'* P^^** +^4 ^' — ^^ î ^^ ^^ 
vîsant par a: U dernîâre des équations résultâmes , cl posaul y 
•pour abréger 

A^B^ — A^B^^C^ , A^B^^A^B^z=zC^ ^ 

A^B^^J^B^z=zC^ , A,B^--A^B,^B^ , 5.(26) 

-^0^4 — A^B^xzzC^ , 

J,1S^--AmB,^D^, A,B^^A^B,zzD^, A^B^^A^B^^S^r 
d'où résulrc 



{A) 
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C,C,^C, C,=(-/.B.— J.B.X//, B,— y/^B,)-(AB — ^.BoX^.B.— ^.B.) , 
C.r,-C, C.=(.4B.— AB.X^.B,-^,B,)-(^.B,-^,B.X^.B,-^«B.) ; 

ou , en dcveloppant , réduisant et décomposant , 

elles deviendront précisément les équations (20) , avec les condi- 
tions (2.3) ; on obtiendra donc la double valeur de x et Téqua- 
tion en y en mettant les valeurs (26) dans les formules (21) et 
(24) ; et Ton voit que Téquation en jr ne sera que du seizième 
degré seulement. 

A l'exemple d'Eulcr , nous ne pousserons pas plus loin ces 
recherches qui n'exigent , comme on le voit , que la peine d'écrire. 
£n comparant notre marche à la sienne, on verra aisément 
combien il aurait pu s'épargner de calculs. 
. Comme l'équation en^-sc complique de plus en plus , à mesure 
que le degré des proposées devient plus élevé , il en devient d'autant 
plus facile aussi qu'il s'y glisse des erreurs ; et c'est un motif pour 
déiirer d'obtenir , sur les diverses conditions auxquelles cette 
équation doit satisfaire , quelques lumières qui puissent aider à 
découvrir les méprises qu'on aurait pu commettre en l'écrivant. 
C'est un sujet sur lequel nous nous arrêterons d'autant plus ve~ 
lonticrs que les auteurs d'élémens ne s'en sont guère occupés , 
bien qu'il soit d'une assez haute importance pour qui aspire à 
exécuter sOiremcnt des calculs tant soit peu compliqués» 



ît 
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Reprenons donc les deux équa lions générales : 

la première remarque quî se présente est quen y changeant u4 
en jB et 5 en -^ , on a toujours le môme problème à résoudre ; 
d*où il suit évidemment que Téquation en^ doit être de telle forme 
qu^on Y puisse impunément opérer une semblable permutation. 
Ces deux équations peuvent être écrites comme il suit : 

I 

or , il revient évidemment au même d'éliminer x entre les équa- 
tions (a) , ou d'éliminer — entre les équations (fi) ; donc le ré- 

sultat de la première des deux éliminations doit être tel que les 
* coefficiens également distants des extrêmes , dans les équations (oc) , 

y jouent exactement le même rôle , de manière à pouvoir y être 
permutés entre eux sans qu'il en résulte aucun changement ; ce 
qui revient à dire , en d'autres termes , que Téqùalion en ^ doit 
être telle qu'on y puisse impunément remplacer simultanément les 
indices de ^ et jS par leurs complémens à m. 

Si , dans les équations (a) on suppose que x représente un 
nombre purement abstrait, cela ne devra rien changer à la forme 
de l'équation finale , où cette lettre n'entre plus ; mais alors tous 
les coefficiens , sous peine d'absurdité , devront être homogènes ; 
de telle sorte que si , par exemple , j4q représente une longueur 
et B^ un intervalle de temps , tous les coefficiens de la première 



(.^) 



6o TIÎEORIE GENERALE 

évjuation exprimeront des longueurs , et tous ceux de la seconde 
di:s intervalles de temps ; donc aussi , sous peine d'absurdiié , il 
faudra que tous les termes de Térjualion en^ soient de mêmes dimen* 
si JUS , soil en A soit en j? ; a plus forte raison cette équation 
sera-l-elle homogène par rapport aux lettres qui la composeront (*). 

Supposons prcsentemont que , dans les équations (a) , x soit 
le symbole d'une longueur , et que A^ et B^ soient des symboles 
de nombres abstraits ; il faudra alors , sous peine d'absurdité , 
que chacun des autres coefTiciens exprime un produit d'autant 
de longueurs qu'il y a d'unités dans son indice ; d'où il suit que* 
léqualion en y devra , sous peine d'une pareille absurdité, être 
homogène » non seulement par rapport à ses lettres , comme 
nous venons tout à l'heure de le remarquer , mais aussi par 
rapport aux indices de ces mêmes lettres dont la somme devra 
ainsi être la même dans chacun de leurs termes. 

Quant aux d;îux valeurs de x , fonctions des cocfficiens ,' 
les mêmes considérations prouvent qu'elles devront être telles , 
1.*» qu'elles restent les mêmes en y changeant les -^ en 2? et 
les B ^n A ^ sans toucher aut indices; 2.^ qu'en y remplaçant- 
chaque indice par son complément à m , leur numérateur se 
change en leur dénominateur, et i^ice i^ersd; 3.® que ce numé- 
rateur et ce dénominateur soient des polynômes homogènes , tant 
par rapport aux lettres que par rapport aux indices de ces let« 
très ; 4*^ qu'enfin les numérateurs soient , par rapport aux lettres , 



(^) C*est dans cette vue que nous avohs donne aax premiers ternies de 
nos équations des coefTlciens , qu*aiitrenieni nous aurions bien pu, sâtis 
leur rien faire perdre de leur géneValite' , supposer e'gaax k Fanilé. Nous 
eu usons constamment de même, dans tous les cas analo^es, et n<M;am<-» 
iiicni lorsqu'il s'agit d'eipriuKr unç courbe et une siàrfacc par une cqûaiioa 
cutrc SCS coordounces. 
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de mêmes dimensions que les dënominaleurs , et , par rapport aux 
indices, d'une dimension supérieure d*une unité (*). 

Telles sont donc les conditions générales les plus remar- 
quables auxquelles doivent satisfaire , dans tous les cas , lant 
1 équation qui résultera de Téliminatlon de x entre les deux 
proposées, que les valeurs de celte inconnue, fonctions des coef- 
ficiens de ces équations. Ce sont là tout autant de points de 
reconnaissance à Taide desquels il sera bica difficile qu'une 
erreur de calcul puisse passer sans être aperçue. A la vérité , 
des résultats pourraient bien, en toute rigueur, satisfaire à ces 
diverses conditions sans être exacts ; mais, à coup sûr, ceux qui 
manqueraient de satisfaire à uns seule d entre elles ne le seraient 
pas« 

Nous terminerons par montrer brièvement comment le procédé 
d'élimination d'Euler pourrait être facilement étendu à un nom- 
bre quelconque d'équations entre un pareil nombre d inconnues; 
ioient lc« trois équations d'un même degré quelconque en x 

jd^x'^+J,x^''+J^x^-'+ +A..^'+A..+A=o , 



* ^^ 



{^) Beaucoup de gens , parmi ceux-là même qui passent pour habiles , 
|>ourront trouver tout ceci inintelligible si , m^me , ils ne le trouvent pas 
inepte ; cela prouvera seulement que , s'ils ont pousse Tart assez loin , ils 
ne possèdent pas encore la science. Us invoqueront peut être contre la loi des 
Loniogènes , sur laquelle nous nous appuyons ici, Tautorite' de M. I^egcndre 
qui a remarque', dans ses Élcmens de gcome'trie , qu*au moyen d*unîtes ar- 
Litraîres, toute quantité' concrète c'tait réductible à un nombre abstrait, ce 
qui est très-vrai; mais, outre qu'en ces matièresL , TautorUe' ne saurait ^tre 
d'aucun poids , M. Legendre sait mieux que personne à quoi se rédui- 
raient ses élégantes démonstrations par l'algorithme fonctionnel , si la lo 
(diss homogènes n'clait point 9dmise. 
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dans lesquelles ont peut supposer, si Ton veut, que les coef- 
fîclens sont des fonctions rationnelles et enûères de deux autres 
inconnues ^ et z des degrés marques par leurs indices respectifs. 
Le problème de rélimlnatîon consiste ici à déduire de ces trois 
équations , en les combinant enire elles , d'une manière conve- 
nable , I.* une valeur rationnelle de or, fonclion de leurs coef- 
ficiens , c'est-à-dire, fonctions des deux autres inconnues^ et z; 
2.^ deux équations de relation entre ces mêmes coeflîciens , c'est- 
à-dire , entre a; et^ seulement ; car, dès lors , le problème se trouve 
ramené au cas de deux équations entre deux inconnues , c'est-à* 
dire , au cas qui nous a occupé jusqu'ici. 

On prescrit ordinairement , pour cela , de combiner , four à four, 
une quelconque des équations proposées avec chacune des deux 
autres , comme nous l'avons fait dans tout ce qui précède ; et l'on 
a soin d'observer aussitôt que le double emploi que l'on fait ar- 
bitrairement de l'une des trois équations , et le défaut de symétrie 
qui en résulte ,a pour effet inévitable d'élever le degré des équa- 
tions résultantes plus que ne le comporte la nature du problème. 

Mais c'est bien gratuitement que l'on fait un double emploi de 
Tune des équations proposées ; on peut très-aisément parvenir au 
but en les traitant toutes trois de la même manière ; et on a même 
alors l'avantage de rabaisser leur degré de deux unités à chaque 
opération nouvelle. Si , en effet, on prend , tour à tour, la somme 
de leurs produits respectifs 

i.« par B,C,—B,C^ , C^A,^C,A^ ; A^B,-A,B^ ; 
2.« par B^C^-B^C^ . C^A^^C^A^ . A^B^—A^B, . 
3.^ par B^.,C^—B^C^., , C^.,A^--C^A^., , A^,,B^^A^B^., ; 
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en divisant la seconde des équations résultantes par x et la troî-. 
sième par x^ , elles prendront aussitôt la forme 



en opérant de la même manière sur celles-ci , on en déduira trois 
autres du {m — 4)'""* degré en a: , et ainsi de suite ; de sorte 
que , si Ie$ proposées sont de degré impair , on tombera finalement 
sur trois équations du premier degré , desquelles on déduira la 
valeur de x sous trois formes différentes qui , égalées entre elles, 
donneront en outre la double équation demandée en y et z. 

Si les proposées sont de degrés pairs , le même calcul conduira 
à trois équations où x n'entrera plus qu'au second degré seu- 
lement. Soient ces trois équations 

■ 

d'abord , en prenant la somme de leurs produits respectifs par 

» • • • 

on obtiendra cette première équation , en j^ et z seulement , 

pq'Rii—PR'q"'\^ RP'q"—qp'R"^qR'P"—Rq'P"z=o . 

m 

Prenant ensuite*, tour à tour , la somme de leurs produits respectifs 
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i.« par P^^Pf' , JP^'^P . JcU/y , 
3.^ par /J'-/i' . R'^R . B— A' , 

et dîrîsaBt par x la 4emlcre deft équations résultantes, il viendra 



ëqualîons qu! donneront de x deux expressions difieren>es qu! , 
égales entre elles , formeront la seconde équation en j" et z. 

Si les équations étalent au nombre de quatre , entre quatre 
inconnues , les multiplicateurs devraient être de six termes chacun. ; 
tuais aussi y à chaque opération » le d^ré de ces éi]uation5 se 
trouverait abaissé de trois uni'és. Les multiplreateurs devraient 
être de vingt-quatre termes chacun , s'il s^agissait de cinq équa* 
tîons entre cinq inconnues; et, à chaque opération, le degré 
de CCS équations se trouverait abaissé tie quatre unités, et ainsi 
de suite» Tout cela rcssoii manifestement de ta théorie dévelop- 
pée à la pag. i48 <ïu IV."** volume dVt présent recueil , théorie 
qu'on n^avait point encore songé à étendre à l'éliminarion dans 
les degrés supérieurs; A la vérité , malgré cette manière de pro- 
céder , les résultats se trouveront encore compliqués de facteurâ 
élratigcrs ; aiats ici , comme dans Te cas de dtnx inconnues , 
ces facteurs se rccoanaîtront très-aK>ément» 

Cramer est Te premier qui ait reconnu Ta Toi de construction des 
râleurs des inconnues , dans Tes équations du premier degré , Tt 
Ton a pu voir , à Tendroit que nous venons de citer , combien 
Ta généralité de cette Tôt est facile à démoatrer. Peut-êhre un jour 
parviendra-t-on aussi à découvrir Ta loi qui préside à Ta formation 
des valeurs des inconnues dans les équations des degrés supérieurs. 



I 
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Nous nous eslîmcrions heureux si les considérations qui précè- 
dent pouvaient tendre à rendre un peu moins lointaine Tépoque 
de celle importante découverte. 
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Solution de quatre des prohièmes de géométrie 
énoncés à la pag. 3 i5 du précédent i^olume ; 

Par M. Vallès, în^c'nîciir des ponts et chaussées, ancien 

élève de TEcole polytechnique* 



/V\A VXA \\^ WWVAWA WWVl 



JL ROBLÈME /. Étant données les longueurs des droites qui joignent 
les trois sommets d un triangle au centre du cercle inscrit ; construire 
le triangle ? 

Solution. Soient a , b ^ c les trois longueurs données , r le rayon 
du cercle inscrit au triangle, et 2a, 2/^,27 les angles que forment 
autour du centre de ce cercle les droites qui joignent ce centre 
aux trois points de contact. En observant que ces angles sont 
pai*tagés en deux parties égales par les droites données t/, 6, 

c, ou aura 

r r r 

Cos.azz: — , Cos.j3=r— , Cos.y:=— ; 

a ' b c 



l'ou 



Sin.a=JLJ! , bm.RzzzZ , oin.y= 1 , 

a If c 

or , puisque 2a-f-2p-|-^V vaut quatre angles droits , a^-^+V doit 
7om^ XXI. 9 
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en valoir deux; ce qui revient à dire ^ue y est supplément de 
oc-J-|5 j et donne 

Cos.y^— Cos.(a-j-j5)=Sin.aSin.|î— ^Cos.aCos.j3 , 

ou , en transposant , 

Cos.y+Cos.aCos./î = Sîn.aSin.(3 ; 
on aura donc , en substituant , 

c ab ab 

d*où en quarrant , chassant les dénominateurs , transposant , ré- 
duisant et ordonnant , 

Si présentement on représente par X ^ Y ^Z les trois angles du 
triangle demandé , en remarquant que ces angles sont divisés en 
deux parties égales par les droites données a , 6 , c , et que leurs 
moitiés sont les complémens respec-tifs des angles o( , ^ f y , on aura 

Sin.i.Ar=Cos.cx=— , SînAr=Cos.ô=-, Sin.i^=Cos.y=— . 

a * b c 

d'où 

I— Cos.J¥"= — , I — Cos.Iz= — , I — Cos.^= 

a» 6» 



c- ' 



et , par suite , 



a* 6» c* 



il en résultera 
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Sin..Y= ^V^'-^ , Sin.r= ^V^^'-^' , Sin.^= i^V^Z:!. . 

a* 6» c» 

Si Ton représente par x^y^z les trois côtés de ce même 
triangle , on aura 

OTwziiSîn./î-j-fSîn.y , 
• ^'izirSin.v+^Sin.a , 

z=«Sîn.a-J-ASîn.(3 ; 



c'csl-à-dîre , 



j:=V''6^— r'+V^t*— /•• > 



mais des yaleurs des sinus des angles , données ci-dessus , on 
tire 

,_: a'Sin.X 6*Sin.F . c'Sin.Z 

ce qui doi^nera , en substituant , 

07= . 

ar 

c*Sîn .Z+o'Sin . -Y 



ar 



a»Sîn.X+Z»>Sîn.r 

2= 



ar 



Toutes ces valeurs étant fonction de r , qui est donne par 
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une ëqualion du troisième degré , il s'ensuit que le problème 
sera toujours possible , quels que soient les trois longueurs dou- 
nées a , b ^ c. En menant Téquation en r sous cette forme 



(7;-(^+^+7)(7) 



= 



abc 



elle sera sans second terme , et on en déduira que le problème 
doit avoir une , deux ou trois solutions , suivant que la fonction 



a«i^c* \ a^* ù^ c^ J ' 



est positive , nulle ou négative. 

PROBLÈME II. Etant données les longueurs des perpendiculaires 
abaissées sur les directions des trois côtés dun triangle du centre du 
cercle circonscrit ; construire le triangle ? 

Solution. Soient a ^ b , c les trois longueurs données , R le rayon 
du cercle circonscrit , et 2a , 2|3 , 2y les angles formés autour 
de son centre par les droites qui joignent ce centre a ses trois som- 
mets. En considérant que ces angles sont divisés en deux parties 
égales par les droites données a , b , c , on aura 

Cosa=— , Cos.^s — , Cos.y=~ ; 
et , par suite , 

bm.(x^±—^ , Sin.p=Jl-^ , Sin.y=sJL_ ; 

on aura d'ailleurs , comme ci-dessus , 

Cos.y+Cos.aCos.(3=Sîn.aSîn.p ; 
ce qui donnera , en substituant , 
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d'où en quarrant , chassant les dénomma leurs , réduisant , trans- 
posant et ordonnant ', 

SI présentement on représente par »r,^,2 les trois côtés du 
triangle demandé , en remarquant que ces côtés sont divisés en 
deux parties égales par les droites données a ^ b , c , on aura 

Si X, K, J?r sont les trois angles du triangle , en remarquant 
que ces angles sont les moitiés respectives des angles 2a, 2/3, 27 , 
on aura 

Cos.-Y=Cos.a= 77 , Cos.Pbi2Cos.â= -- , Cos.^=Cos.v=r — ; 

R ^ R ' R 

Toutes ces valeurs étant des fonctions de R , qui est donné 
par une équation du troisième degré , il s'ensuit que le problème 
est toujours possible quelles que soient les trois longueurs don- 
nées a, &, c; et, comme cette équalion est sans second terme, 
on voit, sur-le-champ , que le problème aura une, deux ou trois 
solutions , suivant que la fonction 

^ja'b'c'—(a'-^b'+cy , 

sera positive , nulle ou négative. 

PROBLEME ///. Étant données les longueurs des arcs de grands 
cercles (/ui joignent les trois sommets d'un triangle sphérique au pôle 
du cercle inscrit ; contruire le triangle .^ 
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Solution, Soient a , b ^ c les trois arcs donnes, rie rayon sphë- 
rîque du cercle inscrit , cl 2a, 2^ , 2v les angles que forment, au- 
tour de son pôle , les arcs de grands cercles qui joignent ce pôle 
aux trois points de contact. En observant que ces angles sont par-* 
tagés en deux parties égales par les arcs a ^ b ^ c ^ on aura 

Coi. a ^ * Cot.^ ^ Col.i; 

Los.a= — ; , Los.p= r; , Cos.vs 



Col.r Col.r ' * Col.r 



l'où 



Lol.r Cot.r Lot.r 

or , on a ici , comme dans le Problème /, 

Cos.y-(-Cos.aCos./5z=:Sin.aSin.^ ; 
il viendra donc, en substituant « 



Coix 



Cot 



^ Cot.oCotT; _ i/(Cot.v— Cot.»oXCQt'^~Cot.»6 
.r Cot.V Cot.'r ' 



ce qui donnera 

Cot.V— (Cot.^a-[.Cot.'i-fCot.V)Coi.r— 2Cot.ûCot.iCot.r=o : 

Si présentement on représente par X , V^ Z les trois angles du 
triangle demande ; en remarquant que c^s angles sont divisés en 
deux parties égales par les arcs donnés a ^ b ^ c ^ on aura 

SI -t- Sin.r ^. , Sin.r ^, , Sîo.r 
m.-jA=— — , Sm.^Fir — — , Sm.lZ= — ; 

• bm.a * Sin.^ » Sin.c 

et une fois les trois angles du triangle connus , il sera facile d*ea 
conclure les trois côtés. 
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Ces angles et ces côlés étant des fonctions de r , dont la colan- 
gente est donnée par une équation du troisième degré , on peut 
en conclure que le problème est toujours possible. Il admettra 
dailleurs une , deux ou trois solutions , suivant que la fonction 

syCot.'aCot.'ACot.'c— (Cot.»a+Cot.'i+Cot.'t)' , 

fera positive , nulle ou négative. 

PROBLEME IV. Étant données les longueurs des arcs perpendi- 
culaires abaissés sur les directions des trois cotés dun triangle sphé- 
rique du pôle du cercle circonscrit ; construire le triangle ? 

Solution, Soient a , & , c les trois longueurs données, R le rayon 
spbérique du cercle circonscrit, et 2a, 2^ , 27 les angles formés 
autour de son pôle par les arcs de grands cercles qui joignent ce 
pôle aux trois sommets. En considérant que ces angles sont divi- 
sés en deux parties égales par les arcs donnés a ^ b , c ^ on aura 



^ Tang.a ^ ^ Tang.6 ^ Tang.c 

Cos.a=— -^ , (^os.^z:z—^ , Cos.y= ; ; 

lang./t iang./i Xang./i 



d'où. 



;• ^_ l/Tan g.'/g -Tang.'g roc fl^ j/Tang.^A-Tang.»^ r ^5- V Aa»»g.'/t-Tang.»c 

mais on aura encore ici , comme dans le Problème II , 

Cos.y-f-Cos.a4-Cos.|5=Sin.aSin.^ ; 

ce qui donnera, en substituant , 

Tang.g Tang.QTang.6 \/(Tang.»/?— Tang.'rt)(Tang.»/i— Tang.'^)' . 

Tang./{ ■*" 7ang.'/i " Tang.»y{ * 

c'est-à-dire , 



72 QUESTIONS PROPOSÉES. 

Tang.^ii— (Tang.2a+Tang.»i+Tan.»c)Tang.jR— 2Tang.aTang.6Tang.t=o : 

Si ensuite on représente par x ^y ^ z les trois côtés du triangle ; 
en remarquant que ces côtés sont divisés en deux parties égales 
par les arcs a , b ^ c , on aura 

^ , Cos./Î ^ , Cos.R ^ , Cos.-R 

Cos.>'=— , Cos.^r^ 7; — r ' Cos. -2=-- ; 

Cos. a Los. 6 Cos.c 

et , une fois les trois côtés du triangle connus , il sera facile d'en 
conclure les trois angles. 

Ces côtés et ces angles étant ainsi des fonctions de R , dont la 
tangente est donnée par une équation du troisième degré , il en 
résulte que le problème est toujours possible. 11 admettra d'ailleurs 
une , deux ou trois solutions , suivant que la fonction 

27Tang.'aTang.»ATang.=*c— (Tang.*fl+Tang.«i+Tang."r)' ; 

sera positive , nulle on négative. 

Si , dans les deux derniers problèmes , on suppose le rayon de 
la sphère infini, ils deviendront respectivement les deux premiers, 
que nous aurions pu ainsi nous dispenser de traiter en particulier. 



m 



QIJESTIOIVS PROPOSEES. 

Problèmes de Géométrie. 

I. jYlEM'.n , dans Tintérieur d'un triangle, deux droites telles 
que chacune d'elles contienne les centres de gravité des aires des 
deux segmcns du triangle, déterminés par l'autre? 

II. Conduire, dans lintérieur d'un tétraèdre, trois plans tels 
que l'intersection de deux quelconques contienne les centres de 
gravité des volumes des deux segmens du tétraèdre , déterminés 
par le troisième ? 
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ANALYSE TRAIVSCENDAl^'TE. 

Essai sur une métliode générale d'intégration ; 

Par M. Le Barbier. 



INous avons prëscnlc , à la pag. 117 du précédcnl volume , Tessaî 
d'une mclhode générale d'înlégralion qui , appliquée aux fondions qui 
sont le produit de deux facteurs , nous a conduit à des séries ré- 
gulières , desquelles nous avons déduit , pour le cas de m=i , les 
fonctions finies dont elles sont le développemenï. On peut en in- 
férer , à ce qu'il nous parait , que cette méthode ne peut sem- 
bler illusoire , dans cerrains cas , que parce qu'on ne sait pas gé- 
néralement remonter d'une série à sa fonction génératrice , ou bien 
parce que la série à laquelle on parvient n'est pas convergente; 
mais ces inconvéniens ne sont pas particuliers 4 cette méihode , 
puisqu'en général les intégrales qui sont du genre des transcen- 
dantes ne peuvent s'obtenir que par des séries. 

Pour faire mieux apprécier ce qu'on peut se promettre de cette 
méthode , nous allons en présenter encore ici quelques nouvelles 
applications. 

Reprenons la formule du bas de la page 122 du précédent vo- 
lume ; savoir : 

da- " dx*» "^ 1 dx ' dx-' "**T ~r" dli dx'«^«~ '»••''(') 

en y changeant le signe de m , elle deviendra 

Tom. XXI ^ n.^ 3 , i." septembre i83o. 10 / 
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J-p<i/i.'=pfQi.--=- i£y-*Q,u--+r=^ |^^->.-*-+...... W 

Si l'on pose 

P=(x+ay , Q=(.r+*)' ; 
on aura 

si, dans ccMc dernière formule , on change le signe de p , en se 
rappelant que 

r = 



îl viendra 






on a d*allleurs 

àP 



=zr(xJ^ay'^ ; 



^=r(r_i)(r-2)(a;+a)-'=rM-(x+«r ^ 



Il viendra donc, en remplaçant successivement fx par m , /w-j-i ; 
w-^2 , et substituant dans (2) , 
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r {(•t+«)(-t-+*)}'d-»^ = "ô^dri^ (x+o)'(x+i)'+- 



7—;- -3- -ï;:^+-6yr+^^ (a'+«r(..+*)'-H-' 



('^) 



ou bien encore 



** î â~" (r4.m+2) H" V, x+a ) T ' ""a 3^ (r+m+3;^I-* i^ x+a ) ' (' ^"^^ 



Posant msi , il vient 



^liL_fi±iy+_i^l:L_Cj±.MV r (5) 

Dans le cas parllculîcr tic r^z — -^ , on frouve 
ou bien encore 



76 



MÉTHODE 



V'i'+^ji^+tj ^ x+ù J ^ ^\ x-{.b ) ^ ' \ x-\b J ^ 7 \ x-i-b / ^ 



; . (6) 



Or on a , dans le sysicmc Népérien , 






posant donc 



i+ii 



i*-tt 



OU f/= : 



Z-f-^I 



on aura 



^<^— K^)+K5r)"+T(5r)'-^K5^)'+-|= 



donc , si Ton pose 



f 

CX+fl \» 2-^1 



(7) 



ou aura 



/ 



d^ 



V/(x+aXx+^) 



c=Log.z ; 



mais on lire de la formule (7) 



^_ y X'\^h'\'\/ x^ -a , 



^a+ù-^^ x+a 



1- ? 



donc finalement 



/ 



'^" .==-=Log. i^i+*±V^i±?, , (8) 



l/(*+«Xi+Ô 



^ x-^b — v/*+a 
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La formule (5) peut encore être écrite ainsi 



SI Ton change , dans cclJc dernière formule , d'abord X'\rb en 
,.^(^x+b) , puis ensuite 6 en — -^ , et qu'on pose en oulre r=:— j , 
elle deviendra 

f^ '^ - -if^-M^ if''"'-?! if^^Y- ;f "^^4- L 

or , on a généralement 



j:=Tang.ar— jTang.^or+TTang.'jT— y-Tang.7a;+....; 



donc 



/ ,^ "^t =—2 Arc CTang.=r2^i:=î ^ . (9) 

On voit que celte méthode d'inlégraliou s'applique immédiatemeni 
aux deux diflférentielles 

do; âx 



par un simple changement de signe , tandis que les méthodes or* 
dinaires exigent un procédé propre pour chacune d'elles. 

On peut remarquer en oulre que les formules (4) et (5) ren«- 
fcrment une infinité de cas particuliers quil ne serait pas facile 
de traiter sans le secours de la formule (2) ; car r est une gran^ 
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dcur quelconque , et m un nombre entier positif quciconqnc. De 

plus , la formule (4) finit toujours par devenir convergente. Eu 

effet, ses termes des (fj^-j-i)'""* cl (p+2y'** rangs- sont respective* 

ment 

de sorte que le quotient de la division du second par le premier t%ï 



rr. 



^+.|' ,/u|. 7^+ 'h* (r4.m4/«*>l-' / rr+^ > 



m 



:^l' 






• / 



or f on trouvç aisément 





=m+fx 


* 


1/*!' 


I 




lM+il« 


"" /*H-i 


>. 




— r— p 


r 



(r4m + /^y*|-' _ 



au moyen de quoi ce quotieat se réduit simplement i 
or , on peut toujours prendre p assez grand pour qu'on ait 

■ 

(»+p)('-+"'+f*+0>('»+H)('"— h) ; 



'•J 
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car , en développant et réduisant , celle inégalûé revient à 

2/x'+2(/w + i)a+(m-}-r — mr)>o ; 

à laquelle on pcuî toujours satisfaire par une délerminalion con- 
venable de (i , quels que soient m et r. 

La série (4) est celle qa'il conviendra d'employer de préférence 

ce "^ b 

Si Ton a a^b\ car alors on aura <i ; mais , si le con- 

traire a lieu , il faudra subslîlucr a celte série celle qu'on en dé- 
duit en y mcllanl a pour b ti b pour a. 

M. Wronski , dans son Introduction à la philosophie des ma- 
ihimaliques ^ publiée en 181 1 , a pnésenté hcs formules (i) et (2) 
comme renfermant la loi fondamentale , Tune du calcul différen- 
tiel et l'autre du calcul intégral ; nous ignorons si une branche 
de calcul , quelle qu'elle soit , peut avoir d'autre loi fondamentale 
que sa définition ; mais du moi rîs est-il vrai de dire que si, sous 
le rapport des applications , un usage trop exclusif de ces formu- 
les semble devoir entraîner souvent dans, des calculs beaucoup plus 
longs que ceux qu'exigent les autres procédés connus , ces mêmes 
formules n'en résolvent pas moins une infinité de cas qu'il serait 
très-difficile , pour ne pas dire impossible , de traiter parles pro* 
céAés connus. 

Pour montrer mieux encore l'usage de ces formules , nous en 
ferons deux autres applications. Nous prendrons pour la première 
la difTércntiellc 



v'^ 



ou e * do; ,' 



traitée par M. Wronski., dans son dernier ouvrage publié en 
1816 , ayant poiy objet le Développement des lois des séries. Po- 
sons x=^— , il en résultera 
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I =r , dx=- ^ ; 



et par conséquent 



I 

t ai 



3* '^ ^ -^ 



Posant alors 

uous aurons d'une part 

—=-..3.4/-' . 



^"^ =(-i)-.2m!'.^- (/•+') . (,o) 



D'une aufrc pari , nous aurons 



dÇ_ 


=-^-. 


d»Q 
d/> 


— +^-' , 


d^Ç 
d/3 

# A • 


— «-•^, * 


AhQ 
A%l* ' 


=(-ir-«~'î 



00 
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en changeant le signe de ft et observant que 



r"", 



on trouvera 



Au moyen des formules (lo) et (i3) , la formule (2) donnera la 
série suivante 

d'où , en faisant mz=ii 



S 



e 

y 



-dr=— «-^J — l ! L._L.^^ < 



/ 



ou enfin , en remettant pour r sa valeur — , 

5^7^= -17=^(0:' — i,2jr'+ 1.2.3a;* — i.2.3.4^*+ï«2'34-5a:^ — .......) ; (i4) 

cette dernière intégrale avait déjà été traitée par Euler , à la 
page 282 de son CcUcul intégral* 

Nous prendrons , pour second exemple , la différentielle 

ou e at ^ 



e'» 



traitée par Laplace , dans ses réfractions astronomiques ( Mécani- 
que céleste y tom. IV , pag. 255 ). 
Posons /'=ar , il en résultera 
Tom. XXI. II 
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^ 2/ 2V* 



et par suite 



2y X 



posant alors 



/>=x"-- , <?=-'' , 



on Irouvcra 






â^P .1.3 — f 

dx* 2.2 



d^P _ 1.3.5 — i 

dx^ 2.2.2 






3^«fi*I 



2 

I 



dx^ '^ 2^ 

on aura d'ailleurs 

suLsiituant donc dans la formule (2) , on aura 

, fn «If _ (-1)" ( ^— f m 1 -1 mm+iï-3 -4 P 

•*• f ^^ îs ■ / jr — — ' — JT -X- — •• — X ^^•.« / . 

^ e'^x <^* ( ' ^ 1 2 2.2 > 

d'où , en posant m=:i et en remettant pour x sa valeur f , 
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/*— /\ — '^V ' I 1 , 1.3 I 1.3.5 I , \ 

Nous pourrons revenir , dans une autre occasion , sur ces sortes 
d'applications. 



ARITHMETIQUE. 

T^ote sur un théorème d'arithmétique ; 

Par M. Gergonne, 



/vvv\/v\^/\/\'vww\'\/\/\'wwv\ 



JlLn considérant que , dans un demi-cercle , la perpendiculaire 
abaissée de l'un quelconque des points de la demi-circonférence 
sur le diamètre est moyenne par quotient entre les deux segmens 
qu'elle détermine sur ce diamètre , tandis que le rayon du cercle 
est moyeu par différence entre ces deux nlêmes segmens , on 
voit , sur-le-champ , que la moyenne par quotiens , entre deux 
grandeurs inégales , est constamment moindre que la moyenne par 
différences entre les mêmes grandeurs , et d'autant moindre, par 
rapport à l'autre , qu'elles sont plus inégales. On aperçoit aussi , 
fort aisément, à l'aide des mêmes considérations géométriques, 
qu'il suffit que ces deux grandeurs ne soient pas très - inégales 
pour que la moyenne par quotient entre elles soient très-sen- 
siblement égale à la moyenne par différence. 

Il est connu , en effet , et on démontre même facilement 
( tom. XVII , pag. i5o), que, lorsque la différence entre deux 
nombres entiers a moins de la moitié des chiffres du plus petit, 
la moyenne par différences entre eux n'excède pas la moyenne 
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par quotient d'une demi-unltc. Mais il ne paraît pas qu'il ait 
élé remarqué jusqu'ici que cet excès n'est pas même dun hui- 
tième duniie ; et voici à peu près comment M. Lenthéric démon- 
tre cette proposition. 

Soient a ^i b les deux nombres dont il s*agit , et soit a^b. 
Par hypothèse , le nombre des chiffres de a — b est moindre que 
la moitié du nombre des chiffres de & ; or , comme le quarré d'un 
nombre a au plus le double du nombre de ses chiffres , il s'en- 
suit que {a^by p'aura pas autant de chiffres que b ; de sorte 
qu'on aura 

{a-by<b . (■) 

Cela posé , à cause de b^a^ on a v/6< v/a* d'où \/a+ \/l^2[/.b] 
d'où, en quarrant , divisant par 4 c^ renversant 



»<(^ji w 



donc , en comparant (i) à (2) , 



(«-*)'<( Vf±VLJ, 



et par suite 






ou encore 



(/«+/î-)(v/«-v/20<^^^ 



fce qui donne , en 3impliriant , 
puis en quarrant 
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a — 2/^+4 <^ ; 

inégalité qui , en divisant par 2 , peut être ensuite écrite comme 
il suit : 

fl + 6 .—. I 

-^ /a*<- ; 

ce qui démontre le théorème annoncé. 

Ce théorème s'applique évidemment à deux nomhrcs décimaux 
dans lesquels le nombre des chiffres décimaux serait le même , 
et qui, abstraction faite de la virgule , tomberaient dans le cas 
des deux nombres entiers dont il vient d'être question ; Texccs 
de leur demi-somme sur la racine quarrée de leur produit serait 
moindre que le huitième d'une unité décimale du dernier ordre. 

L'inégalité (3) prouve, en passant, que lorsqu'on a à extraire 
la racine quarrée d'un nombre, on peut modifier des chiffres sur 
la droite de ce nombre , sans altérer la racine d'une demi-unité 
du dernier ordre , pourvu que le nombre des chiffres modifiés 
soit moindre que la moitié du nombre total des chiffres du nom- 
bre dont il s'agit. 

Il résulte encore de tout ceci que si Ton a à extraire la racine 
quarrée d'un nombre exprimé par Tunité , plus une firaction déci- 
male, dans laquelle le premier chiffre décimal significatif est pré- 
cédé d'autant de zéros au moins qu'il a de chiffres décimaux 
significatifs , on aura cette racine avec le même degré d'approxi- 
mation qu'offre le nombre proposé , en remplaçant simplement 
la partie décimale par sa moitié. En effet , extraire , par exemple , 
la racine quarrée de i,ooo5i2 , c'est extraire la racine quarrée 
du produit i,ooo5i2X i,OQOOOO , laquelle , par ce qui précède , 
sera , à moins d'un huitième de millionième près , la même chose 
que la moitié de 2,ooo5i2 , c'e^t-^-dire , i, 000256. 

Ponc , plus généralement , pour extraire la racine (2")'""' d'un 
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tel nombre , il suffira de diviser sa partie décimale par 2". Cette 
remarque peut recevoir une utile application dans la construc- 



tion des tables de logarithmes. 



QUKSTIOJ\S »ESOLlJ£S. 

Solution des trois problèmes de niaxima pro 
poses à la pcig. 2/\6 du précédent volume \ 

Par M. P. S. 



X ROBLEME I. Quel est h plus grand de tous les quadrilatères 
plans qu il soit possible de former , ai^ec les trois mêmes côtés con^ 
sécutifs , en variant la grandeur des deux angles compris (*) ? 

Solution. Soient c le côte iulermédiaire du quadrilatère , a ^ b 
les deux colcs extrêmes, a , /î les angles variables qu'ils forment 
respectivement avec celui-là. 

Pour fixer les Idées , supposons les angles a , j3 obtus. Prolon- 
geons les côtés a , b jusqu'à leur point de concours , et soient 
a^ , b' les longueurs respectives de leurs prolongemens jusqu'à 
ce point. Il est visible que ces prolongemens comprendront entre 
eux un angle (a-j-|î) — ta- dont les sinus et cosinus seront lessi- 
nus cl cosinus de a+/3 , pris négativement. 



(•) Nous avons aussi re<ju de M. Marc Sccretan , licencié en droit , à 
Lausanne , une solution de ce problème sur laquelle celle que nous pu- 
blions D*a d'autre avantage qu*un peu plus de symétrie dans les calculs. 

J. D. G. 
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Cet angle sera commun à deux triangles dans lesquels les cotés 

adjacens seront a-j-a' , b^b' pour lé plus grand, et a' , b' 

pour le plus petit. En vertu d'une proposition connue , les aires 

de ce triangle seront respectivement 



— i.(«+aO(A+AOSin.(cx+P) ; --l.a^A^Sin.(oc+/3) . 

L'aire du quadrilatère étant la différence des aires de ces deux 
triangles , en représentant cette aire par Q , on aura 

Q=— i{(«+oO(*+*0-«'*'}S'n.(a+|î) ; 
c'est-à-dire, çn développant et réduisant, 

e=— i{(«ô^+AaO+aA}Sin.(at+P) . (i) 

D'un autre côté , le plus petit des deux triangles donne 

Sin.^ ,, Sin.« . . 



foù. 



..... aSin.«4"tôin.^ 

substituant donc dans la formule (i) , elle deviendra 

Q=^{c(«Sin.a+tôin.p)— aASin.(oc4./î)} . (3) 

Le problème consiste donc à profiter de la variabilité des deux 
angles a, ^ pour rendre cette fonction maximum^ 
On tire de là 

4^=:-ia{cCos.oç-iCos.(a+P)} , ^ =^ A{(:Cos.^-aCos.(a4-|î)) , 
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* 

^=io{tôin.(«+P)— cSin.fl) , ^=-iA{aSin.(«+P)-cS;n.^î, 



^ =ia*Sin.(«+(5) ; 



ce qui donne 



('-7^ Y— ^•^=«<'*'^((«Sin«+iSio./9)Sin.(«+il)-cSin.-Sin.i»} . (4) 
\ dmûP J d»* dp* ' ^ ' 

£n conséquence les conditions communes au maximum el 
au minimum seront 

i£;os.a=ACos.(a-|-/î) , cCos.(î=aCos.(a-|-P) ; (5) 

on en conclut , sur-le-champ , 

aCos.a::=&Cos.^ \ (6) 

ce qui veut dire qu'// faut que les projections des deux cotes 
extrêmes , sur la direction du côté intermédiaire , soient de même 
longueur , mais tournées en sens inçerse ; cela exige que les angles 
a , ^ soient fous deux obtus ou tous deux aigus. 
Posons a+j5=a: , il en résultera 

Cos.aCos.j3 — Sin.aSin.^znCos.o: ,' 
ou bien 

Cos.arCos.^— Cos.a:=Sin.aSin.(î ; 

d'où , en quarrant et en remplaçant ensuite les sinus par des 
fonctions équivalentes des cosinus , 

2Cos.aCos.|5Cos.a:— Cos.^jT — Cos. 'a — Cos.*p+ i=o ; 

mais, dans le cas actuel , les équations (5) deviennent simplemetii 
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cCos.a=£Co5.:r , cCos.^=:aCos.x ; (7) 

dlûminant donc Cos.a et Cos.^ de la prëcédeote , à l'aide de celle- 
ci , il deviendra 

2aéCos.*x— (o*+i'+<;*)Cos.*x+c*=:o ; (9) 

ou bien encore 

c'Sëc.^j:— (n*-(-i'^-c*)Séc.T4-2oi"=0 ; (lO) 

éfjuation jdu troisième degré , sans second terme, que l'on résou- 
dra par les fondions circulaires. Lorsqu'on aura déterminé x, on 
en conclura a et J3 , au moyen des équatiods (7). Il est d'ailleurs 
aisé de voir que le problème , toujours possible , admettra une 1 
deux ou trois solutions , suivant que la fonctioa 

270'i'c'— (o'-|-A'-|-«°)' , 

sera poûtive , nulle ou négatirc. On reconnaîtra ensuite , au moyen 
de la formule (4) , si chacune de ces solutions appartient à un 
maximum ou à un minimum.. 

Si l'on désigne respectivement par a' et ^' les angles du qua- 
drilatère rcspeclivemenl opposés à a et ^ , on aura , en faisant 
usage des formules (2) 

Sin.i»' __ o+a' oSin.(«-|-*)^(;Sin.^ 

STn^"" i+A* "" 6Sm.(*4.i8)— cSin.* ' 

d'oà , en mettant pour « et 6 leurs valeurs données par les 
formules (5) 

Sîa..^ Siii.(«4-^)Cos.g— Coi.(«4-*)Sîn.;a _ Sin.« 

Sin.^ ~ SiD.(-+i»)Cos.«— Cos.(-+^)Sin.* "" Sin.iS ' 
Tom. XXL la 
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d'où on conclura facilement qtie , si le quadrîlat&re es! cotItcxc ,' 
les angIcJ ot' et ^' devront être les supplémens respeciifs des 
angles tx cl ^ ; et que conséquemaicnt ce quadrilatère doit être 
ÏRScripliblc au cercle ; proposition qui n'est , au surplus , qu'un 
cas particulier de celle autre proposition bien connue : De tous 
les polygones formés avec les mentes calés , tous donnés , excepté un 
seul , te plus grand est le polygone inscn'pliùle au cercle. 

Sortons prdscnlement de ces généralités , et posons' bsa ; en 
vertu' de la relalion (6) il en résultera ^='a; de sorte qu'alors 
le quadrilatère devra être un trapèze isocèle. DanS celte bypo- 
thcsc , on aura simplement ***■ * BS», 

Qsa(c — aCos.a)S\a.a ; 
= o(«4-cCoa.«— 2aCo5.'«) ," 




et , comme Sin.a est nécessairement positif , on voit que t-^ 
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aura même signe que le radical , de soric que son signe in/érieur 
répondra à un mcuçimum ^ et son signe supérieur 'd un minimum ^ 
lequel oit^me ne sera possible qu'autant que c ne sera pas >a^; 
puisqu'autrcment on aurait Cos.a>i, 

Dans le ras du maximum , ou du signe ncgalîf , on voit t .® que , 
si Ton a c infini , il viendra Cos.a = o, d'où a=90® ; 2,** que , 
si Ton a c^a^ il viendra Cos.a= — |, d'où a = 1 20** ; 3.^ qu'en- 
fin , si Ton a c — 0, il viendra Cos.a= — ^V^i^ d'où a = i35**. 
Ainsi , dans le cas de c infini , les deux cotés extrêmes du tra- 
pèze devront être parallèles ; ils devront ensuite diverger de plus 
#ti plus, à mesure que c deviendra plus petit, par rapport a a; 
de telle sorte que , lorsque c sera égal à a , ces deux côtés ex- 
trêmes dcTront déjà faire l'un avec l'autre un angle de 60® ; en- 
fin cet angle devra cire droit, lorsque c sera devenu tout à fait 
nul (♦). 



(^ Le Lois de chaufTagc , qui se pèse dans le midi de la France , se me- 
sure , au contraire , dans le nord , en le disposant dans des cadres ou 
châssis , forme's d'une pièce de bois horizontale , des deux cxtrc'inite's de la- 
quelle s* élèvent deux niontans verticaux. On voit que , de la sorte , la sur- 
face rectangulaire du châssis détermine la surface transversale de la masse 
de bois qu'on achète; et, comme les huches ont une longueur invariable, 
on peut faire abstraction de cette longueur et payer le bois à raison 
de la surface de la section transversale , qui est la mt^me que celle du 
châssis ; tout comme on mesure les étofTes , à cause de leur largeur cons- 
tante , avec Tunité linéaire. 

Ordinairement les montans verticaux de ce châssis sont maintenus en 
situation , au moyen d*arcs-boutaas extérieurs , placés à leur partie inférieure. 
Mais quelquefois aussi ces arcs - boutans sortent de place , par vétusté , et 

alors , par Teffet du poids des bûches placées dans le cadre , les montans 
cèdent et s'inclinent plus ou moins en dehors. 

Or , on voit , par l'analyse qui précède , que , pourvu que l'inclinaison ne 
sotl pas très-considérable , elle procurera toujours un plus ou moins grand 
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PROBLEME II. En portant successwewent une certaine taxe à 

a , a^ , a'^ , a^^^ , ses produits sont devenus respectivement A , 

A' , A^^ , A'^^ , ; à combien faut-il porter cette taxe , pour 

en obtenir un produit maximum ? 

Solution. Soient poses 



avantage à Tachetcur ; et qae conscquemment ce n*e^t point lui mais bien 
le vendeur qui est intéresse au rétablissement des arcs -boutans. 

Ç*est encore dans la même analyse que rentre la question de savoir quelle 
est la disposition des pieds de Thomme debout , la plus favorable à la sta- 
bilité de son corps. On voit en effet que le plus petit polygone convexe , 
comprenant la surface des pieds en contacts avec le sol , sera le plus grand 
possible quand le quadrilatère forme par les axes de ces pieds et par les droites 
qui joignent les extrémités de ces axes sera lui-même le plus grand possible ; d*oiï 
Von voit d^abord qu'en supposant les deux pieds de même longueur , ils devront 
être également en debors. On voit ensuite que , plus les pieds seront écartés Tan 
de Vautre et plus petit devra être aussi Tangle formé par leurs axes ; que ^ 
si la distance entre les extrémités antérieures de ces axes est égale à la 
longueur de l'un d'eux , cet angle devra être de 60* ; qu'il devra croître 
ensuite de plus en plus , à mesure que les talons se rapprocheront , mais 
sans jamais atteindre ^oP , attendu qu'il faudrait pour cela que les extrémités 
antérieures des axes des deux pieds coïncidassent , ce à quoi s'oppose 
nécessairement l'épaisseur des talons. 

Dans sa Nouvelte mécanique des mouoemens de t homme et des animaux , 
Barthez , qui passait pour un grand géomètre auprès de sts confrères , 
parce qu'il était allé un peu au-delà des élémens , critique la solution de 
Parent , qui s'est le premier occupé de ce problème , et donne pour l'angle 
que doivent former entre eux les axes des deux pieds 38.<^5& ; mais , 
comme il ne dit pas à quelle distance l'un de l'antre il suppose les talons , 
ce qu'il a écrit sur ce sujet est tout ~à fait inintelligible. Pour que sa 
solution fût exacte , il faudrait que la distance entre les talons fût plus 
que double de la longueur de l'un des pieds ; ce qu'il ne paraît pai 

supposer. 

J. D. G. 
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d:=±^B, ^^^^c, ^:=£=D. 

afmmma d'-^a of^^a 









on sait qu*aIors si ^ , a' , al\ d" , sont des quantités peu 

différentes les unes des autres , en représentant par Tle produit 
total de la taxe , supposée portée à /, on aura 



telle est donc la fonction quil faudra rendre maximum^ au moyeu 
de la variabilité de /• 
On tire de là 

d/ 



d/^ 



de sorte que la condition commune au maximum et au minimum^ 
sera 



0=5+[2/— (a+aO]C+ [3/-— 2(a+a/+o'0^+ (««'+û«''+û'^')]^+' 



et une des racines de cette équation répondra à Tun ou à Tau* 
trc , suivant qu'elle rendra la fonction 



négative ou positive. 



r -• 
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On voit par là que le problème ne sera résoluble qu*aulanl qu'on 
aura en sa possession les résultais de trois cxpérienccsi au moins. 
En supposant qu'on n'en ait pas davantage ; on trouvera 

d'où 



T=À+ 



2C /^C 



f 



c» cctle valeur sera maximum ou minimum , suivant que C sera 
négatif ou positif. 

PROBLÈME III. On s'est assuré , par T expérience , quun seul 
dévidoir , tant que le fil ne rompait pas , poui^ait déi^ider a raison 
dune longueur a de fil ^ par unité de temps. 

On s'est également assuré , par expérience , qiu le fil dun seul 
dévidoir se rompait , terme moyen , a chaque m unités de temps , 
et qu'il jcdlait alors n unités de temps pour réparer T accident. 

On demande , d après ces données , quel est le nombre des dévidoirs 
qu'il foui faire marcher , par un même mécanisme , pour obtenir , . 
dans un temps donné , le plus grand produit possible ? 

Solution. Cherchons quelle sera la longueur de fil effectivement 
dévidée par x dévidoirs , dans un temps donné /. 

Pi^isqu'avec une seule bobine il se fait une rupture de fil 
au bout de m unités de temps ; lorsque les bobines seront au 

nombre de x , elles ne fonctionneront que — unités de temps 

X 

avant une rupture de fil ; et , durant ce temps , chacune d'elles 
dé?idant une longueur de, fil exprimée par — /ï, ces or bobines au- 

X 

ront dévidé une longueur de fil exprimée par ma ; mais comme i 
au bout de ce temps —, il y aura une interruption du travail de 
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foules les bobines durant le temps n, pour le raccommodage du 
fil rompu , il s'ensuit que , durant chaque intervalle de temps 

— -j^n , il ne se dévidera également de toutes les bobines qu une 

longueur totale de fil exprimée par ma , ce qui fera , pour cha- 
que unité de temps , une longueur 



fna max 
OU ■ 



^ I _ /7i-f-/IJJ 



si donc on représente par A la longueur totale de fil dévidée par 
toutes les bobines , au bout du temps t , on aura 



r j tnafx 



rri'^HX 



fonction qu! , tant qu'on supposera x positif, comme on est obligé 
de le faire ici , n'est point. susceptible d'un maximum prppremeni 
dit , mais seulement d'une limite répondant à x infini , et qui 
est 



mai 



:a=^^ ^ 



n 

1 



Ainsi , bien que le produit croisse avec le nombre des bobines 7 
jamais on obtiendra un produit — npar unités de temps , quel que 
soit le nombre fini de ces bobines (*). 



. (^) L*idée de ce problème nous a ëté saggére'e par M. Sarrus ; mais il 
paraît que son ve'ritable e'nonce' se sera échappé de notre mémoire , et qu'avec 
lui se sera évaaoui le maximum dont M. Sarrus le disait susceptible. 

/. D. G, 
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Note sur quelques problèmes proposés dans les 

Annales; 

Extraite d'une lettre au Rédacteur; 

« 

Par M. *** 

IW\ WWWWWWIMMWIMWMVMW 

JLja dcmonslration donnée par M. Lenihéric , à la pa^. 879 du 
XX.™* volume des Annales, de la divisibilité par soixante du pro- 
duit des trois côtés de tout triangle rectangle, en nombres entiers , 
semble réclamer un léger complément au défaut duquel elle man- 
querait de généralité. Il est très-vrai que tout triangle dont les 
trois côtés sont 

m'-|-/i* , m*— 7>* , 2/77/1 , 

est rectangle , quels que puissent être les deux nombres entiers m 
et n \ mais comme tout triangle semblable à un triangle rectangle est 
rectangle lui-même , il s'ensuit que le triangle dont les trois côtéji 
sont 

sera également rectangle , quels que soient les trois nombres en- 
tiers /7i , n , A , qu'on peut bien prendre tels que le second trian- 
gle ne puisse pas rentrer dans la première forme ; comme il ar- 
rive, par exemple , en prenant /?î=2 , n=i , A=ï3 ; d'où résulte 
un triangle dont les trois côtés sont i5 , 9 , 12. Mais , comme le 
produit des trois côtés du second triangle n'est autre que le pro- 
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duîl Jcs trois côtés du premier , multiplié par le facteur A* , il 
s'ensuit que , si le produit des trois côtés du premier est divisi- 
ble par soixante , le produit des trois côtés du second le sera i 
plus forte raison , de sorte que le raisonnement de M. Lenthéric 
8\nppli(}ue à celui-ci comme à l'autre. 

Du reste , dans un intéressant mémoire faisant partie du tom. V.* 
des Anciens mémoires de l' Académie rojrale des sciences ( 1666— 1699) , 
Frenicle s'était déjà occupé de ce sujet. Il avait remarqué que , 
lorsque les trois côt^s d'un triangle rectangle , en nombres entiers, 
ne sont pas premiers entre eux , en les divisant par leur plus grand 
commun diviseur, on obtient pour quotiens les trois côtés de ce qu'il 
appelle le triangle rectangle primilif qui rentre nécessairement dans 
la première des deux formes ci-dessus. 

En classant les nombres, suivant leurs formes diverses , comme 
le fait Euler , en plusieurs endroits , et notamment dans son Al^ 
gèbre ( tom. I , cliap. 6 et tom. II , chap. 5 ) (*). Frenicle 



(^) Ceci nie rappelle que , dans les Œuores de Leibnitz , que je n*al pas 
présentement sous la main , on rencontre une lettre de cet illustre géomè- 
tre à Tun de ses amis , où il s^expfimd à peu près en ces termes : « Je viens 
» de découvrir une propriété fort singulière des nombres premiers plus grands 
» que trois. Elle consiste en ce que ces nombres , augmentés ou diminués 
» d*une unité , deviennent nécessairement divisibles par six. Bien que je 
» n'ai pu me démontrer celte propriété , je Tai vérifiée sur tant de nombres 
» premiers , que je ne fais aucun doute de sa généralité. Il est seulement 
M fâcbeux que des nombres qui ne sont pas premiers la partagent avec ceux 
» qui le sont ; car autrement on aurait là un moyen bien simple de distin- 
n guer les nombres qui sont premiers de ceux qui né le sont pas. » Il est 
vraiment surprenant qu'un bomme de la force de Leibnitz n*att pas aperçu , 
sur-le-champ, que tout nombre entier est de Tune des quatre formes 6/7 , 
Gw^ti , 6//db3 , 6^d-3'-, et que les nombres premiers plus grands que 3 
sont nécessairement des nombres de la seconde forme , qui deviennent tons . 
divisibles par 6 en leur ajoutant ou en leur retranchant une unité. 

/. D. G. 

Tom. XXL i3 
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avait aussi reconnu que , dans loul triangle rectangle, en nombres' 
entiers , i.** Van descôlésde Tangle droit doit élre divisible par 4 î 
2.® Tun des côtés de Tangle droit doit être aussi divisible par 3; 
enfin , Tun des trois côtés doit être divisible par 5. Or, les trois 
nombres 3 , 4 » ^ étant premiers entre eux , il en résulte évidem- 
ment que le produit des trois côtés doit être divisible par leur pro-» 
duit , c'est-à-dire , par 6o. 

Peut-être à Tbeure qu'il est aurez-vous déjà reçu , Monsieur ; 
quelque solution directe, bien élégante , des deux premiers pro- 
blèmes de la pdge3i5 de votre XX.™*^ volume (*) ; et j'arrive- 
rai , sans doute , trop tard pour faire remarquer que ces deux pro- 
blèmes se ramènent fort simplement à un autre problème traité 
par Newton , dans son Arithmétiijue unherselle ( édit. de Leyde , 
1732 , pag. 84 ) I problème passé présentement dans les traités 
élémentaires , notamment dans la Géométrie analytique de M. Le- 
fcbure , et dont voici Ténoncé : 

Connaissant les longueurs des cordes de trois arcs dun même cer- 
cle qui réunis composent la moitié de sa circonférence , déterminer It 
diamètre de ce cercle ? 

Voici comment on en déduit la solution de ces deux problèmes : 

I,® Soient O le centre du cercle circonscrit à un triangle ABC; 
soient OA^, OB^ , OC^ les perpendiculaires abaissées respectivement 
de ce centre sur les directions BC , CA , AB , de ces trois côtés; 
et supposons que ces perpendiculaires étant seules données , il soit 
question d'assigner la grandeur du rayon du cercle circonscrit. 

Concevonis que , sur les rayons OA , OB , OC , pris tour à tour 
pour diamètres , on décrive trois cercles ; ces cercles se couperont 
évidemment deux à deux aux trois points A^ , B^, C^. Alors OA' , 
OB', OC deviendront des cordes d'arcs de ces cercles, mesurant 



(®) Voy. la pag. 65. 
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des angles rcspecllvcmcnl doubles des angles OB.V , OCB^ , OAC^ , 
c'esl-à-dire , mesurant respectivement les angles B , C , A du trian- 
gle dont il s agit. Puis donc que ces trois angles sont mesurés par 
onç demî-circonférence , il s'ensuit que les trois droites OA^, OB' » 
OC', portées consécutivement comme cordes sur Tune de nos trois 
circonférences , se trouveront en embrasser la moitié. Ainsi , le rajron 
du cercle cherché est le àmmèlre dun cercle dans la moitié duquel 
peuvent être inscrites les trois longueurs données. On pourra donc , 
par le problème de Newton , assigner la longueur du rayon du cer- 
cle circonscrit au triangle dont il s'agit ; et dès' lors la détermi- 
nation des longueurs de ses côtés n'offrira plus aucune difficulté. 

2.** Soit, en second lieu, O le centre du cercle inscrit à un 
triangle ABC ; soient données les trois longueurs O A , OB , OC , 
et qu'il soi^ question de déterminer le rayon du cercle. 

Soient A' , B' , C^ les points de contact respectifs de ce cercle 
.avec les cotés BC , CA , AB du triangle ; soient menées WO , 
C'A', A'B', coupant respectivement OA, OB; , OC, en A", B'' , 
C", Si , sur OA^ , OB' , OC , pris tour à tour pour diamètres , on 
décrit trois cercles , ces cercles se couperont deux à deux aux 
points A'' , B'' , C" ; et OA" , OB" , OC" seront les longueurs 
de trois cordes de Tun d'eux , dont les arcs composeront entre 
eux la moitié de sa circonférence. 

Cela posé , soient faits 

OA=a , OB=i , OC = c , OA':iOB'=:OC'=r ; 

il en résultera 



OA''= i^ = - , OB "= 001=^, 0C'/= 



OA a ' OB 6 OC 



OA'' _ Il . 



or , puisque les trois cordes 
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r^ r^ r^ 

7 ' T ' 7 



sont înscrîpliblcs a un dcmi-ccrclc dont le diamètre est r , les 
trois cordes - 

A- )- A- 

a c 

doivent être înscrîpliblcs , quel que soîl > , à un demî-ccrclc ayant 
Xr pour diamètre. Prenant donc A= — , k étant une longueur ar- 
bitraire , nous pouvons dire que les trois cordes de longueur connue 

A» A» A* 

"" » "7" » "" » 

abc 

sont inscrîptibles à un demi-cercle dont le diamètre est — . Ayant 

donc déterminé , par le problème de Newton ^ ce diamètre d , nou9 

k^ , A* 

aurons d=z — ; d*où r= — ; nous aurons donc , de la sorte » le 

r- a ••^ 

rayon du cercle Inscrit au triangle dont il s'agit, et dès lors la 
détermination de la longueur de ses côtés n'offrira plus de difficulté» 

Rennes , le 25 juin i83o. 
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QUESTIOIVS PROPOSEES. 

Théorème de géométrie. 

JLja somme des distances de chacun des points d'une parabole â 
son foyer et à une perpendiculaire fixe à Taxe de la courbe est 
une quantité constante. 



1 
I 
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AlVALYSE ELEMËHTAIRE. 

Résolution de quelques cas de V équation à 

deux termes ; 

Par M. Lenthéric , docteur es sciences , professeur au 

collège royal de Montpellier. 
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1. vJn a appelé équation a deux termes toute équation à une in- 
connue qui ne renferme qu'une seule puissance de celte inconnue» 
et dont la forme générale est conséquemment 

où il est permis de supposer les nombres j4 et B entiers -et le 
premier positif, tandis que le second peut être indistinctement po- 
sitif ou négatif (*). 

(^) Les équations à d«ax termes ont leurs analogues dans les problèmes à 
plusieurs inconnues ; ce que les auteurs d*élcmcns ne devraient pas , ce nous 
semble , ne'glîger de faire remarquer. On peut avoir , par exemple , entre x 
et f , les deux équations 

lesquelles , par Telimination de y* , donnent Téquation à deux termes en x 

(ai/— ^aO-t-— (^»t,'— t60=o . 

J. D. G. 
Tom. XXI , /?.• 4 , I." octobre i83o. i4 
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2. SI Ton fait ■— =ZïIiP, de manière que Preprésenle constam- 

A 

mcnl un nombre positif, et si p esl la racine //).*""• arithmétique 
de ce nombre, Téquation prendra la formç 



«"1 ""■" --m 



Posant alors ^•jur^.r , subsliluanl et divisant par />"• , on aura 

a:'"IiIi=o • 

Equation qui repond au problème où il s'agirait d'extraire la ra- 
cine rnJ"" de ±\ \ de sorte que l'extraction de la racine /n.'""' de 
qucKjr.e nombre que ce soit , et par suite la résolution de toute 
équation à deux termes , se réduit toujours finalement à extraire 
une racine arithmétique d'un nombre positif, et a multiplier tour a 
tour celte racine par toutes les valeurs de la racine /w.*""' de I+Ii* 

3. On sait, par la théorie générale des équations, que ces ra- 
cines , au nombre de m , sont toutes inégales. On sait même , 
depuis long-temps, les exprimer, sous forme finie, par des fonc- 
tions circulaires ; et cette manière de les représenter prouve , quand 
bien même on ne le saurait pas d'ailleurs, que, lorsqu'elles sont 
imaginaires , elles peuvent être rangées par couples, comprises dans 
la formule ^i^v/-^» où a et i sont des quantités réelles. Dans 
des temps plus voisins de nous , Lagrange , mettant à profit les 
savantes théories de M. Gauss , a prouvé ( Résolut, des équat. nu^ 
niériques , 2.""* édit. , note XIV) que ces mêmes racines étaient 
toujours exprimables algébriquement sous forme finie. Tout ce que 
nous nous proposons ici est simplement d'indiquer des procédés élé- 
mentaires et uniformes pour obtenir les expressions de ces raci- 
nes , dans les cas' les plus aisés à traiter. Mais rappelons d'abord 
quelques principes généraux propres à nous guider sûrement dans 
celte recherche. 
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4* Lorsque m est un nombre impair , les racines des deux équa- 
tions 

ne diffèrent uniquement les unes des autres que par le signe; car 
alors on peut passer d'une équation à Tautre , en changeant sim- 
plement X en — X, 

SI m est un nombre impairemenl pair , les racines de Tune dç 
de ces équations ne seront que les racines de Taulre multipliées 
par ^Z^\ car alors on passera d'une équation à l'autre par le 
simple changement de x en ory/HT. 

Si m est un nombre pair de la forme 4(2'ï4-i) » les racines de 
Tune des équations ne différeront de celles de Taulre que par le 
facteur y ^i ; car alors le passage d'une équation à l'autre pourra 
s'opérer par le simple changement de x en xy^ — i. 

Généralement , si m est un nombre pair de la forme 

2*(2n4-i) , 

les racines de la seconde équation se déduiront de celles de la 

première , en multipliant celles-ci par |/--i î car alors la première 
équation devient la seconde en y changeant simplement x en 

2» 

X ^/— 1. 

Le premier pas à faire dans la recherche qui nous occupe est. 
donc de savoir d'abord ce que valent les multiplicateurs successifs 

Pour y parvenir, remarquons d'abord que chacun d'eux étant la 
racine quarrée du précédent , tout se lédi^it à savoir passer de 
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Supposons donc qu*ou ait trouvé 



2* 



^i=ra+i/-^i ; 



a ci b étant deux quantités réelles, on aura 

Posons donc 

d'où , en quarrant , 

ce qui donnera , en égalant séparément le réel et rimaginaire > 

en extrayant la racine quarrée de la somme des quarrés de ces 
deux équations , on aura 

cela donnera 

et conséquemment 



ce qui donnera , en substituant , 
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au mojen de celte formule générale , et en observant que, pour 
le premier terme de noire série de racines , on a a:= — i et b=o , 
tandis que , pour le second , on a a=o et b=zi , oo trouvera suc- 
cessivement 

t 

,/:r;=i(v/â+v/âV=T) , 

• ' 



au moyen de ces résultats , nous n'avons plus à nous occuper que 
de la recherche des racines de Tcquatlon 

ir*" — 1=0 . 

r 

5« Si a est une racine de cette équation oe^ en sera une aussi , 
quel que soit le nombre enliier positif p, £n effet , à cause que a 
est racine 

ar=i , d'où qr^=z(atry=:i et (a'')"' — i = o , 

ce qui prouve la proposîlîon annoncée. 

Si , de plus , m est un nombre premier , et que a soit différent 
de 1 unité , la totalité des racines de la proposée sera 

a , a* , a' , a* , a'* • 

En effet , d'abord , par ce qui précède , chaque terme de cette 
suite sera une racine de Téquation dont il s'agit ; en outj*ç elle 
ne pourra renfermer dçu:^ termes égaux ; car si , par e:(emple » 
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on pouvait avoir oF=ck!' , avec if<p et p<m, il en rdsullcrait 
0^"^ = ! , avec la conciîlîon p — 9</t , et , comme on a aussi ot"=i » 
il s'ensuivrait que les équations 

oT — 1=0 , af'^ — 1=:0 f 

devrait avoir une racine commune, autre que Tunîtc , et consd- 
quemmcnt un facteur commun différent de jt— i , ce qui est îm^ 
possible , lorsque m est premier et qu'on a/? — 7<'W- 

6. Si m est le produit de deux facteurs premiers a ùi b et que 
a et /3 soient respectivement des racines des équations 

x' — 1 = , 07* — 1=0 , 

diflcrcnles de l'unité; les racines de Téqualion o:^ — i = o seront 
tous les termes du produit 

(!+«+«'+ +a— )(r-f.^4/î'+ 4-/5*-) . 

En effet , d'abord , ces termes seront au nombre de ob=m ; en 
second lieu , ils seront tous inégaux ; enfin un quelconque des 
termes de ce produit étant de la forme o^^^ ; comme on a (5) 

(a'')*=a'^-=i , (|3^)*=(i^*=i , 
on aura aussi 

d'où , en multipliant , 

ce qui prouve que a''.^^ est racine de Téquation. 

En raisonnant de la même manière il sera facile de prouver 

que , généralement, si Ton a m=a.b.c , a^b,c^ étant 

des nombres premiers tous différens les uns des autres , et que 
a , ^, y , soient respectivement des racines des équations 

or*-— 1=0 , a:*— 1=0 , or' — i=o , 
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diflerenfes de Tunité , les racines de la proposée seront les ter- 
mes du produit 

(i4.a+a'+...+a--0(ï+l3+/î'+...+A'-0(ï+y+V'+...4v^*)..- 



7. Ces choses ainsi entendues , soit d'abord /7i = i ; les équations 
à résoudre seront 

X — i=:o , ;r+i==0 ; 

lesquelles donnent immédiatement 

8. Soit, en second lieu , m=2 ; les équations à résoudre seront 

or' — 1=0 , ;c'+i = o ; 

la première revient à 

(or— i)(x+i) = o ; 
qui donne (7) 

les racines de Tautre seront donc (4) 

9. Soit ensuite m=:3 ; les équations à résoudre seront 

la première revient à 

{x — i)(ar'+ar+0=^ > 
et donne conséquemment 
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ar=+t , :r=i(— i±v/3V— i) ; 
les racines de l'autre seront donc (4) 

10. Soit m = 4» ^^^ équations à résoudre seroai 

x^ — 1=0 , ar*+i = o ; 

la première revient à 

et donne (8) 



les racines de l'autre seront donc (4) 

1 1 . Soit m=5 ; les équations a résoudre seront 

x^ — 1=0 , a:^-J-i=a } 
la première revient a 

(or— i)(:c*-f 0:*+^'+^+')=^^ ^ 

qui donne d'abord la racine + 1 , tandis que ses quatre autres ra-^ 
cines sont données par une équartion réciproque qui peut être 
écrite ainsi 



(■-■+i:)+(-+f)+'=»' 

posant alors 
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xH =rr , d'où x*^ =r* — 2 l 

il viendra , en substituant , 

d'où, on tirera 



^ -SdsV? .^ 3±:V? 



f 



et par suite 



r'—4=Cr— 2)0+2) = 



-5:?: VI 



2 



mais Tëqualion de relation entre or et ^ donne 



^3P r±\/K'~4 j 

en substituant donc pour ^ et ^ — 4 leurs valeurs, on trouvera 
finalement , pour les cinq racines de la proposée , 

^=i((— ï-/5)±v/H5-v?)V-i} ; 

les cinq racines de l^iutre équation seront donc (4) 

^=?{(i— V/5)±ï/i(5TV5)V-i} • 
ar=— I , 

12. Soit m=s6 ; les équations à résoudre seront 

la première revient à 

Tom. XXI. i5 
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(j^'-0(*'+0-o . 



cl donne (9) 



x= + i , 






les racines de Taulre seront donc (4) 

i3. Dans le dessein où nous sommes de ne considérer que lei 
formules qui ne contiennent pas de radicaux des degrés supérieurs 
au second , nous passerons de suite à la supposition de I7i;ss8 ; 
les équations a résoudre seront ainsi 

a:'— 1 = , a:*+i=o ; 

la première revient à 

(^»— i)(ar»+i) = , 
et donne (10) pour sq$ racines 

les racines de Taulre seront donc (4) 



^=+i(/a+Vi±v/a-V»V-i) . 
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^=+t(^^^wî±^h^//^) r 



i4- Pour les mêmes raisons que ci-dessus , nous passerons de 
suite à la supposition m = to ] les équations à résoudre seronl ainsi 



.10. 



1=0 t ar'°-t-i=o ; 



la première revient à 



(a;5 — i)(a:^+i)=:o i 
et donne (ii) pour ses racines 

^=-i-i{('+^5)±A/^(5:wj)-*-'==r} : 

les racines de Tautre seront donc (4) 

i5. Soit mssi2 ; les équations à résoudre seront 
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la première revient à 



donc les racines sont (12) 



^= + t('±^/3.K^=D 7 



les racines de Taulre seront donc (4) 

^--îC^'iK^^-A/^T) . J^=+i{(//i-|/6)±(*/2+//S)*/::T}, 

x=r-i((^ï-,/6)±(^r+^8)|/=i} : 
16. Soit m=:i5; les ëqualions à résoudre seront 

Les racines de la première s'obtiendront (6) en multipliant deux 
à deux , de toutes les manières possibles , les laclnes des deux 
é(juatIons 
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c* qui donnera (9) et (ii) , 

x=-i{(i-«->/s)±f/K5=Vs) //=!} t 

0:=— i-{(i-f/5)±A/HHVï)-;^'^} ' 



X=t{[i— ^5+;/6(5+VT)]±[(»— *^5)|/3— ^/2(5+V7)Jf^-i}. 

j:=|([i-a/5— ^6(5^Vi)J±[(»— ^5);/3+//a(5+V?)J//^} • 

Quant aux racines de l'autre équation , comme elles ne difîèrent (4) 
de celles-ci qve par le signe , nous nous dispenserons de les écrire. 
17. Soit encore m=i6; les équations à résoudre seront 



la première revient à 



(^•-i)(x»+i)=o ; 



dont les racines sont (i3) 
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les racines de Taulre seront donc (4) 



^=5-*7(f^2+^a^Vî±/2— Ka+V»-^^ t 



^=— r(/2-h^"a+Vi±/2^^'a+VïV^ ; 



^="+ï(/2 — Ka^Vî±V^2-»"^â+V^^-^0 • 



0:= ï(»/2— Ka+V»±V/^+^^+ViV— » 



ar=+^(/2+Ki-Vi±/2— ^^^— V»-^^ »' 



:r=— j(v/'2+Ka— V»±/2— Ka— V*-^^ iJ 



ar=:+i(v/2— Ka— V»±V''^+^^~\/î-^— t 



i8. Lorsque mrziy , les racines sont encore exprimables pat- 
des radicaux du second degré ; mais les moyens de les obtenir » 
dans ce cas , sortent tout à fait des clémens , et tout ce qu'on 
peut faire alors en s'y renfermant , est de faire dépendre la re-> 
cbercbe de ces racines de la résolution d'une équation complète 
du huitième degré. Il serait iort désirable que Ton découvrît quel- 
que procédé bien simple et bien uniforme pour résoudre toutes 
les équations à deux termes dans lesquelles l'exposant de Tincou- 
nue est un quelconque des nombres de la série 



1 , 2 , 3 , 5 , 17 , 257 , 65537 , 
c'est-à-dire un des nombres de la série 



« 

a 



t , 1+2 , 1+2* , 1+2' , i+a' , 
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19. Toutefois , avec les résultats que nous venons d*oblenîr « il 
est facile , sans beaucoup de calcul , d'en obtenir une multitude 
d*autret d*un ordre beaucoup plus élevé. Qu'il soit (question 1 par 
exemple , de résoudre Téquatioa 

a:"^ — 1=0 ; 
on la mettra d'abord sous cette forme 

(x««— .i)(x«°+i)s=o ; 
ce qui ramènera la question à résoudre les deux cquationi 

x^"^ — 1=0 , a:'**+'=0 » 

ou plutôt la première seulement ; les racines de Tautre se déduU 
sant des siennes (4) , en multipliant celles-ci par -(i-{-f^^)Ka« 
Cette première équation peut , à son tour , être mise sous cette 
forme 

(a;'^— i)(x»^-f i)=o ; 
ce qui réduit le problème à résoudre les deux équationé 

or'*— 1=0 ^ ar'^+i=:o , 

ou plutôt la première seulement ; les racines de Tautre se dédui" 
sant des siennes en les multipliant (4) par ^^^. Cette première 
équation revient , à son tour » à 

(4r'*— i)(a:'5+i) = o ; 

ce qui réduit le problème à la résolution des deux équations 
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dont nous avons déjà obrenu les racines Xi6) , lesquelles nou 
ayons vu ne dépendre que de celles Jtes deux équations 

or'— 1=0 , :r*— leo ; 

de sorte que c*est à la résolution de ces deux dernières que se 
réduit finalement celle de Téquation 

JT"*— 1=0 • 

Les racines de cette dernière « une fois obtenues , en les multi- 
pliant (4) par 



on obtiendra celles de réquation 

i:'»^+i=0 ; 
on aura donc aussi celles de Téquatiott 

c'est-à-dire » celles de Téquation 



x**^'— 1:20 • 
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ARITHMETIQUE. 

Sur un complément que réclament les élémens 

du calcul ; 

Par M. Gergonne* 
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JIjXPRIMER exactement , par une fraclîon , une grandeur moindre 
que son unité de mesure est un problème qui , lorsqu'il est 
possible, est susceptible d'une infinité de solutions, puisque , lors- 
qu'on a obtenu une fraction qui le résout, cette fraction ne change 
pas de valeur en multiplant ses deux termes par quelque nombre 
entier que ce puisse être. 

Réduire des fractions proposées au même dénominateur est éga- 
lement un problème susceptible d'une infinité de solutions , puis* 
que , dès que , par quelque procédé que ce puisse être , on est 
parvenu a amener les fractions proposées à cette forme , elles la 
conservent encore lorsqu'on multiplie les deux termes de chacune 
d'elles par un même nombre quelconque. 

Or, la raison dit, que toutes les fois qu'un problème peut être 
résolu de plusieurs manières , et qu'une seule de ses solutions est 
demandée , c'est à la plus simple de toutes qu'on doit donner la 
préférence. Lors donc qu'on propose , soit d'exprimer en fraction 
une grandeur moindre que l'unité ; soit de réduire au même dé- 
nominateur des fractions données , on est raisonnablement fondé 
à exiger que , dans Tun comme dans l'autre cas , les fractions aux- 
quelles on parviendra soient exprimées aussi simplement que la na- 
ture du problème pourra le i^omporter. 

Tom. XXI. • 16 
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CVsl li ce qu'on fait , en cfFel , lorsqu'il s*agît d'exprimer cA 
fraclîon une grandeur moindre queTunîte, ou, ce qui revient aa 
même , lorsqu 11 s'agît d'exprimer numériquement le rapport en- 
tre deux grandeurs homogènes ; et c'est même très-probablement 
le dcsir d'exprimer constamment ce rapport de la manière la plus 
simple qui a donne naissance à la théorie du plus grand commun 
diviseur , dont les besoins de la géométrie et de l'analyse ont fait 
élcndre ensuite les applications à deux lignes droites , à deux arcs 
de même rayons et enfin à deux polynômes. 

Mais on peut aussi avoir à exprimer le rapport entre plus de 
deux grandeurs homogènes , et désirer également d'obtenir ce rap- 
port sous la forme la plus simple ; or , les élémens , même les 
plus complets, demeurent tout à fait muets sur la manière de ré- 
soudre ce problème. 

En outre , la méthode que Ton donne , dans tous les traités , 
comme méthode normale , pour la réduction des fractions au même 
dénominateur , est rarement propre à donner les fractions trans- 
formées sous la forme la plus simple. A la vérité, dans plusieurs 
de ces ouvrages , on fait remarquer que souvent la forme partie* 
culière des fractions proposées permet d'obtenir des fractions plus 
simples que celles auxquelles conduit l'application du procédé or- 
dinaire ; maïs , au lieu de donner sur ce sujet des préceptes gé- 
néraux , on se borne , pour l'ordinaire , à un exemple unique , 
et on se repose , pour le surplus , sur l'adresse et l'intelligence 
du calculateur. 

Étrange bizarrerie ; on réprimanderait durement un élève qui 
annoncerait , comme résultat final de quelque recherche , que 
deux longueurs proposées sont entre elles comme les nombres 
78897 et 82654 , attendu que le rapport entre ces deux nombres 
peut être remplacé par le rapport plus simple de 21 à 22 ; et , 
bien que le rapport entre les trois nombres 78897 , 82654 , 1 1 1265 , 
puisse également être remplacé par le rapport plus simple entre 
les trois nombres 4^4^ » 4^^^ ) ^^4^ » ^^ ^^ saurait néanmoios 
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faîre aucun reproche fondé à ce même élève sî , au lieu de dire 
que trois longueurs sont entre elles comme ces trois derniers nom- 
bres , il disait qu'elles sont entre elles dans le rapport des trois 
premiers , attendu qu'on ne donne nulle part des préceptes qui 
enseignent à passer des uns aux autres. 

Pareillement on accuserait à bon droit un élève d'être bien peu 
familier avec la science des nombres» s'il disait d'une longueur 

qu'elle est les — ^~r ^^ son uni lé , parce qu'en effet cette frac- 



II020 



lion peut être remplacée par la fraction très-simple — - ; mais si , 

ayant à réduire au même dénominateur les trois fractions — , 

— , -i , il donnait comme fractions transformées , au lieu des frac- 
aï 35 

lions assez simples — -- , — - , — r- , les fractions compliquées 

io5 io5 io5 * * 

I02Q0 loSoO 10710 ., , . - 

^ . r- , — —T , il n encourait aucun reproche , parce 

II025 II025 11025 * * 

qu'en effet ce sont les trois dernières que donne l'application du 
seul procédé que l'on enseigne complètement dans les livres. 

On dira peut-être qu'un élève tant soit peu exercé et intelligent 
4»aura bientôt comment il faut s'y prendre pour réduire des frac- 
tions au même dénominateur aux moins de frais possible , et je 
veux bien l'accorder pour le moment; mais un élève tant soit peu 
exercé et intelligent saura bientôt aussi réduire une fraction à son 
expression la plus simple ; et pourtant on ne se croit pas pour cela 
dispensé d'enseigner cette réduction dans les livres d'arithmétique: 
D'ailleurs ceux qui étudient sont loin d'être tous inlelligens , et 
c'est pour le plus grand nombre des lecteurs que les élémcns doi- 
vent être écrits. 

Dira-t-on qu'après tout , lorsqu'on a besoin d'ajouter ou même 
seulement de comparer entre elles plusieurs fractions , l'essentiel 
l^t uniquement de les amener à avoir un même dénominateur , 
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quel qu'il soit , et quil importe assez peu d'ailleurs que ce dj« 
Domioatcur commun soit un peu plus grand ou un peu plus pe* 
tit ? Je veux bien encore , pour le moment , faire cette conces^» 
sion ; mais ne sera-t-on pas dès lors contraint de m'accbrder aussi 
que , lorsqu'il s'agit d'exprimer par une fraction une quantité moin- 
dre que l'unité , l'essentiel est uniquement que cette fraction en 
aoit l'expression exacte , et qu'il importe assez peu d'ailleurs que 
ses deux termes soient un peu plus grands ou un peu plus pe- 
tits? Et ne voilà-t-il pas dès lors Tart de réduire les fractions à 
leurs moindres termes , et conséquemment la théorie du plus grand 
commun diviseur , d'où cette réduction dépend , qui devront être 
considérés comme des superfluités qu'on pourra , sans grave in- 
convénient f bannir des élémens. 

Mais , ob)ectera-t-on , en ne réduisant pas constamment les 
fractions à leurs moindres termes , on courrait souvent le risque 
d'introduire dans les équations des racines qui leur seraient étran- 
gères. Si , par exemple , on admettait , sans simplification ^ Vé* 
quatiou 



a;»-4rt+3 



= 6 , 



en chassant le dénominateur , transposant et réduisant , il en ré- 
sulterait l'équation du second degré 

Sjc* — i9.r-f-i2 = o ; 

tandis qu'en réduisant préalablement à ses moindres termes la frac- 
lion qui forme le premier membre de l'équation proposée 9 cette 
équation devient simplement 

a;— 2 ^ 
=6 , 

05—1 

qui donne, en chassant le dénominateur , transposant et réduisant^ 
la simple éi^uation du premier degré 
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qui est la véritable équation du problème^ 

Je me rends très-volontiers à cette objection ; j'accorde que toute 
négligence de calcul , dont Teffet peut être d*introduire dans une 
ëquatioii des racines qui lui soient étrangères , est une faute noa- 
jeure qu'on ne saurait tolérer , et j*eti tire une nouvelle preuve 
w faveur de la thèse que je défends. Soit , en effet » Téquation 






en réduisant au même dénominateur , par la méthode réputée nor« 
maie , les trois fractions dont se compose son premier membre « 
et prenant ensuite la somme des fractions transformées , elle de^ 
vient j en divisant par 2 , 



A^— 1 ax5-|-58:t4— *44^^+ ' 93^'— •! 3a»-f-a6 
4^o& , en chassant le dénominateur » transposant et réduisant i. 

Mais , suivant le procédé réputé exceptionnel , on réduit aussi 
jau même dénominateur les trois fractions qui forment le premier 
membre de la proposée , en multipliant les deux termes de la 
première par x — 3 , ceux de la seconde paV x — 2 , et ceux de 
la troisième par x — i. Prenant alors la somme de ces fractions « 
ii viendra 1 en divisant par 2 9 



d'où en chassant le dénominateur, transposant et réduisant « 
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3jr' — iSar'-f-Sox-^iirno ; 

Terhablc équation du problème , qui n'est que du froisl&me de- 
gré seulement ; de sorte que , par TefTet de rapplication du pre- 
mier des deux procédés , trois racines étrangères ont été introduites. 

C'est donc en \ain qu'on tenterait de se dissimuler qu'il y a 
sur ce point , dans les élémens , une omission grave , une lacune 
manifeste qui , sans doute , aurait été remplie depuis long-temps si 
Ton n'avait pas la mauvaise habitude de faire des livres avec d'au- 
tres livres , et d'écrire plutôt sous la dictée de la routine que sous 
rinspiration de la philosophie. II y a déjà plus de trente ans que, 
choqué de cette omission , je me suis attaché à y suppléer dans 
mon enseignement. Si jusqu'ici je n'en ai rien écrit, c'est que la 
disparate me semblait tellement choquante , et en même temps 
si facile à corriger , que j'espérais toujours que , dans quelqu'un des 
nombreux traités élémentaires qui ont paru depuis celle époque , 
on songerait enfin à y porter remède. Constamment trompé dans mon 
attente , je me résigne enfin , à regret , à faire ici moi-même ce 
que j'aurais préféré voir faire par quelqu'un ayant autorité dans la 
science. 

Ce qu'on va lire sur ce sujet est , pour le fond , une des no-» 
tes que j'avais rédigées , en i8o3 , pour une traduction des D/s- 
quisiiiones arithmeticœ de M. Gauss , dont je m'occupais alors , et 
que la publication de celle de M. PouUet-Delisle m'a fait ensuite 
abandonner. 

t. J'appelle Jit^iseur d'un nombre, tout autre nombre qui se 
trouve contenu dans celui-là un nombre de fois exactement. Ainsi , 
par exemple , 4 ^^^ diviseur de 12, parce que 12 le contient trois 
fois exactement, 

2. J'appelle dii^idende d'un nombre , tout autre nombre qui con-* 
tient celui-là un nombre de fois exactement. Ainsi , par exemple ^ 
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i2 est dividende de 4 i parce que 4 y est conltnu trois fois. 

3. -On voit qu'ici les mots diviseur et dividende sont employés 
sous une acception plus restreinte que celle qu'on y attache com- 
munément. On voit aussi que si , de deux nombres , le premier 
est diviseur du second , le second sera nécessairement dividende 
du premier , et réciproquement. 

4. Tout nombre a toujours au moins deux diviseurs ; savoir : 
l'unité et lui-même. Un nombre peut n'avoir que ces seuls divi-* 
seurs , comme il peut fort bien en avoir d'autres , toujours com- 
pris entre ces deux-là. Par exemple , 5 n'a d'autres diviseurs que 
I et 5; tandis que 6 , outre les diviseurs i et 6 , a encore les 
deux diviseurs 2 et 3. 

5. Un nombre a toujours une infinité de dividendes , dont le 
plus petit est ce nombre lui-même. Les autres en sont les mul^ , 
tiples à l'infini. 

6. Un nombre est dit dwsseur commun à plusieurs autres , lors- 
qu'il est, en particulier, diviseur de chacun d'eux. Tel est, par 
exemple , le nombre 6 , par rapport aux trois nombres 24 « 4^« ^0. 

7. Un nombre est dit dividende commun à plusieurs autres , 
lorsqu'il est, en particulier, dividende de chacun d'eux. Tel est, par 
exemple , le nombre 60 , par rapport aux trois nombres lo , 12 , i5. 

8. Des nombres , pris au hasard , ont toujours au moins 
l'uni lé pour diviseur commun. Ils peuvent n'avoir que ce seul 
diviseur commun , comme ils peuvent aussi fort bien en avoir 
d'autres , dont aucun d'ailleurs ne saurait (4) être plus grand que 
le plus petit d'entre eux. D'où, l'on voit que le nombre des dî- 
YÎseurs communs, à plusieurs nombres proposés, est nécessairement 
limilé , et qu'il en est toujours un qui est le plus grand de tous. 
Tel est , par exemple , le nombre 6 , par rapport aux trois nom- 
bres 24 , 4^ » ^^* 

g. Des nombres , pris au hasard , ont toujours une infinité 
de dividendes communs ; car de ce nombre sont leur produit 
^t tous ses multiples. Mais ils peuvent souvent en avoir de 
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plus petits que leiKr produit , lesquels toutefois ne sautaient (5) 
être moindres que le plus grand d'entre eux. D'où Ton ¥oil que , 
parmi les dividendes communs à plusieurs nombres , il en est 
toujours un qui est le plus petit de totis» Tel est , par exemple, 
le nombre 60 , par rapport aux nombres 10, 12 , i5. 

10. Des nombres sont dits premiers entre eux , lorsqu'ils n*ont 
d*autrcs diviseurs communs que Tunité. Tels sont, par exemple 9 
les quatre nombres 24 1 25 , 27 , 3o. 

1 1 . THÉORÈME. Si , en divisant plusieurs nombres donnés par 
un de leurs dii^iseurs communs , on obtient des quotiens qui ne soient 
pas premiers entre eux ; ces nombres auront au moins un autre dh» 
viseur commun , plus grand que celui-là. 

Démonstration. Soit d un diviseur commun aux nombres G^ H y 

ilf , 7\ f7, y i dont la division , par ce diviseur , donne les 

quolicns , non premiers entre eux, ^<S , Ad, ki^ .... /j, iiS,i*d; 
on aura ainsi 

G=gdi, H=hd8, K=idi Tr^/dS , U=zudS , r=pdi ; 

<ùT I Si Ton pose di:=iD^d , on tirera de là 

d'où Ton voit que Dyd sera un autre diviseur commun , comme 
nous Tavions annoncé. 

12. Donc, si Ton divise plusieurs nombres donnés par leur /)/i/i 
grand dii>iseur commun , on obtiendra des quotiens premiers entre 
eux, car, s il en était autrement , on prouverait (i i) qu'il existe 
un autre diviseur commun plus grand que celui-là. 

i3. THÉORÈME. Si^ en dii^isant tour à tour plusieurs nombres 
donnés par deux de leurs dU*iseurs communs , Tun de ces diviseurs 
donne des quotiens premiers entre eux » celui-là sera nécesscUrement 
le plus grand des deux^ 
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Démonstration. Soient d cl d^ deux diviseurs communs aux nom- 
bres G , H , K , Z, U , V\ supposons quen les divisant par 

d on obtienne les quotiens respectifs^, A, A, i , u ^ i> , et 

qu'en les divisant par d^ on obtienne les quotiens respectif g^ , 
À^ , k\ V ^ u' i i^ \ il en résultera 



C:=i3iï=^â, H=hd=h!d!, K=kJ=:Jâ , .... T=td=t'iï! , U=ud=u'4F, J=Qd=z 



et par suite 



il 









= P ; 



d'où Ton voit d'abord que les produits gd , hd , kd j / J , ud ^ 

i^'d , doivent être tous divisibles par d^ , et doivent CQnscquemmcnt 
contenir toutes les sortes de fadeurs premiers de d' , et au moins 
en même nombre que dans d^ , pour chaque sorte* 

Mais si les quotiens g ^ h , k^ i , u ^ p sont premiers en- 
tre eux , aucun des facteurs premiers de d^ ae pourra se trouver 
à la fois danà tous ces quotiens ; afin donc que les produits ^^, 

hd ^ kd t td ^ ud j vd soient tous divisibles par d' ^ il faudra 

que toutes les sortes de facteurs premiers de d^ se trouvent dans 
d% et au moins en même nombre pour chaque sorte , ce qui don- 
nera d'P'd'y comme nous nous Tavions annonce. On voit en ou- 
tre que d est multiple de J^. 

i4- Donc , deux diviseurs communs à plusieurs nombres ne sau- 
raient donner, Tun et Tautre , des quotiens premiers entre eux , 
fcar , s'il en ëtait ainsi , on pourrait prouver du plus petit de ces 
diviseurs qu'il est plus grand que Tautre. 

i5. Donc si , en divisant plusieurs nombres par un de leurs 
diviseurs communs , on obtient des quotiens premiers entie eux , 
ce diviseur commun sera le plus grand de tous , car , s'il ne Té- 
fait pas , le plus grand diviseur commun donnerait aussi (12) des 
quotiens premiers entre eux ; ce qui est impossible par ce qui précède. 

17. THÉORÈME. Si j en dii^isani par plusieurs nombres donnés 
Tom. XXI. 17 
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un de hors éUidendes communs , les quoiiens ne sont pas premîen 

entre eux , ces nombres auront au moins un autre dividende com^ 
mun , plus petit que celui-là. 

Démonstration. Soit D un dividende commun aux nombres g^ 

h , k, t , u , V ^ qui , divisant ce dividende , donnent les quo- 

tiens non premiers entré eux GA, //A , A'Zl , T^ , UA , lA ; 

on aura ainsi 

D=:gGA=hIIA=kKA— tTA^uUA^i^VA ; 

or , si l'on pose — =d^D , on tirera de là 

d=gG=:hH=kK— x=ztT^uU=i^V ; 

d'où Ton voit que d<C^D sera un autre dividende commui^ , comme 
nous l'avions annoncé. 

i8. Donc, si Ton divise par plusieurs nombres donnés leur plus 
petit dividerhde commun (*) , on obtiendra des quotiens premiers en- 
tre eux , car , s'il en était autrement , on prouverait (17) qu'il existe 
un autre dividende commun plus petit que celui-là. 

ig. THEOREME. Si , en divisant tour h tour par plusieurs nonh- 
bres donnés deux de leurs dividendes communs , fun de ces dividen^ 



Ç*) Daps la traduction de Tcavragc de M. Gauss , meotionnë plus haut , 
j*avais hasardé de remplacer ces périphrases un peu longues : ptus grand di- 
piseur commun , plus petit dividende commun , par ces autres périphrases un 
peu plus courtes et tout aussi expressives: diviseur maxime^ dividende im*-* 
nime, J*ctais jeun« alors, et je croyais qu*il suffisait à une innovation que 
Ton proposait d'être raisonnable pour la voir aussitôt accueillie. L*âge et Fez- 
périence Jie m*ont que trop bien appris depuis que ce n*cst pas du fond 
d*une province qu*on peut tenter d'opérer des réformes, et qu*il faut abso- 
lument habiter la capitale pour oser innover avec quelque chance de suc« 
ces , ne fusse mc^me que sur la figure des virgules. Plus timide encore que 
moi , M. t)elislea traduit Fexprcssion minimus communis dipiduus de M. Gauss 
par cette longue périphrase : plus petit nombre divisible ^ à la fois ^ par ^ etc. 
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des donne des quotiens premiers entre eux ^ celui-là sera nécessaire- 
ment le plus petit des deux. 

Démonstration. Soient D et D' deux dividendes communs aux 
nombres g, h ^ k ^ / , 1/ , ^ , qui , divisant le premier, don- 
nent les quotiens respectifs G ^ H , AT, .... 2\ £/", f^, et qui , di- 
visant le second, donnent les quotiens respectifs G' , I{ ^ K\ .... 
T^ t U^ , F* \ il en résultera 

D=gG=hI{=kKz=i ^tT^uVzzzvV , 

n=:gG=ha'=kK'= —tT'=iuU—^^V^ , 

et , par suite , 

Giy HD' KD^ 77)' f/D' VD* 

J> -^ ' D ^ ' P ^ ' D — ^ ' D ^ ' D —^ ' 

d'où Ton voit d'abord que' les produits GD' , /TD' , Kiy , J'/X, 

Z7D' , FD^ doivent être lous divisibles par D , et doivent couse- 
qucmment contenir toutes les sortes de facteurs premiers de D , 
et au moins en même nombre que dans D , pour chaque sorte. 

Mais si les quotiens G, //, -fif, T , U , F sont premiers 

entre eux , aucun des facteurs premiers de D ne pourra se trou- 
Tcr a la fois dans tous ces quotiens ; afin donc que les produits 

GD' , HD^ , KD^ , Tiy , UD' , FD' soient tous divisibles par 

D , il faudra que toutes les sortes de facteurs premiers dc'2) se 
trouvent dans D' , et au moins en même nombre pour chaque 
sorte, ce qui donnera D^D\ comme nous l'avions annoncé. 

20. Donc deux dividendes communs à plusieurs nombres ne sau- 
raient donner Tun et l'autre des quotiens premiers entre eux , car , s*il 
tfi était ainsi , on pourrait prouver du plus grand de ces divi- 
dendes qu'il est plus petit que l'autre. 

21. :Donc si , en divisant par plusieurs nombres un de leurs di- 
videndes communs , on obtient des quotiens premiers entre eux , 
ce dividende cominun sera le plus petit de tous, car, s'il ne l'é- 
tait pas , le plus petit dividende commun donnerait aussi (18) des 
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quoiiens premiers entre eux, ce qui est impossible par ce qui pre^ 

cède, 

22. THÉORÈME. Le plus grand diviseur commun à plusieurs nom^ 
ires ne change pas hrsquon remplace deux quelconques dentrt 
eux par leur plus grand diviseur commun. 

Démonstration. Soient G\ H , K, 7", U , V des nombres 

donnés ; il s'agit de prouver que , s! D est le plus grand dîyîseur 
commun à 17- et V ^ etque d soit le plus grand diviseur commun 
à G y H , K , 7\ D ; i sera aussi le plus grand diviseur com- 
mun aux 'nombres proposés. 

Soient , en effet, u ^i v les quotiens q^*on obtient en divisatil 
U et F i^zv D\ ces quoliens seront (12) premiers entre eux « et 
4'on aura 

U=uD , Vz=vD . 

T 

Soient , en outre , g ^ h , k , .... t , d , les quoliens qu*on obtient 
en divisant respectivement G , If , AT, T\ D par i ; ces quo- 
tiens seront également premiers entre eux , et Ton aura 

G—gS , JI=:hi , K=ki , T=iS , J)=dS ; 

de là on conclura 

7 =^' T^'^' T^"*' 7='' 7='^i y=^rf; 

or « aucun des facteurs premiers communs à ^ , A , A , / , si 

•toutefois il en existe de tels, ne pourra se trouver dans d ^ qui 
est premier av€c Tensemble de ces nombres ; il ne pourra davan- 
tage se trouver à la fois danâ 11 et v ^ qui sont premiers entre eux; 
donc , aucun de ces facteurs premiers ne pourra se trouver à la 
fois dans ud et vd ; donc , en divisant les nombres proposés fiar 
i , on obtient des quotiens premiers entre eux ; donc enfin è c^t 
(i5) , comme nous l'avions annoncé, le plus grand diviseur coui-* 
mun à tous ces nombres. 

23. Si donc Ton sait seulement déterminer le plus grand drri- 
•eur commun à deux nombres proposés , on pourra toujours i:^- 
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Jutredk un de moins tant de nombres quon voudra » dont on aura 
à chercher le plus grand diviseur commun ; on pourra donc, de 
proche en prêche , réduire ces nombres à dcuK seulement. 

25. THÉORÈME. Le plus petit dhidende commun à plusieurs 
nombres ne change pas lorsquon remplace deux quelconques den-* 
ire eux par leur plus petit dii^idende commun. 

Démonstration. Soient g % h ^ k ^ t , û ^ p des nombres don* 

nés ; il sagit de prouver que , si J est le plus petit dividende com- 
mun à 1/ et p , et que ù soit le plus petit dividende commun à 

g , h , k^ t ^ d ; A sera aussi le plus petit dividende comr 

mun aux nombres proposés. 

Soient , en effet , U ^i F les quotiens qu'on obtient en divi- 
sant d par 1/ et ^ ; ces quotient seront (18) premiers entre eux j, 
«t Ton aura 

d^uU^i^p- . 

Soient , en outre, G , //, K ^ T ^ D les quotiens qu*on ob- 
tient en divisant respecti veillent A par ^ , h ^ k , ...... i i d ; fcèk 

quotiens seront également premiers entre eux , et Ton aura 

A=gG=hH:^kK^ z=ztT=dD ; 

« 

de lâ on conclura 
^=G, 4-=^^ ^=K, -=r, ^=UD. t=,n); 

g h le t u 

i»r, aucun des facteurs premiers communs à G ^H ^ K ^ T . 

%\ toutefois il en existe de tels , ne pourra se trouver dans Z> , 
qui est premier avec Tensemble de ces noàibres ; il ne pourra <la- 
Vantage se trouver dans U zx V qui sont premiers entre eut ; 
donc , aucun de ces facteurs preniiers ne pourra se trouver , à là 
"fois , dans UB ef VB ; done , en divisant A par les nombres pro-> 
posés , on obtient des quotiens premiers entrcf eux \ donc enfin (art) 
A est 9 i!omme nous I*avions annoncé , le ptus petit dividende 
commun à: tous ces nomiyres. 
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îk6. $1 donc Von sait ôeulcmcnl dcicrniiner le plus pclî^ dîyi- 
dende commun à deux nombres proposes , on pourra toujours ré« 
duire à un de moins tant de nombres qu on voudra , dont on anra 
à chercber le. plus petit dividende commun ; on pourra donc , d^ 
proche en proche , réduire ces nombre^ à deux seulement* 

27. THÉORÈME. Le quotient de la.^Hii^ision du produit de deux 
nombres par leur plus grand dii>iseur commun est leur plus petit di- 
vidende commun. 

Démonstration. Soient G et H deux nombres dont d soît le plus 

G H 
grand diviseur commun ; il s'agit de prouver que , si Ton a — - =2), 

D sera le plus petit dividende commun aux deux nombres G et H. 
Soient , en effet ^ g ci h les quotiens qu'on obtient respective-- 
ment en divisant G et H par d ) ces quotiens seront (13) pre- 
miers entre eux et Von aura 

G=^gd , H=hd , d'où GH=ghd' ; 

on aura donc D=ghd , et , par suite , 



les quotiens qu'on obtient en divisant D , tour à tour , par G ot 
H sont donc premiers entre eux; D est donc (^21) , comme nous 
Vavions ^annoncé , leur plus ^pe fit dividende commun. 

28. Si donc Von sait seulement déterminer le plus grand divr- 
seur. commun à deux nombres proposés , on saura aussi détermi- 
ner le plus petit dividende commun à ces deux nombres. 

29. THÉORÈME. Le plus gçand diviseur, commun au plus petit 
de deux nombres et au reste de leur division , est aussi le plus grand 
diviseur commun à ces deux nombres. 

Démonstration. Soient G et // ces deux nombres , H le plus pe- 
tit , Q le quotient et R le reste de leur division. Il s'agit de 
prouver que , si d est le plus grand diviseur commun à // et jR , 
ce sera aussi le plus grand diviseur commmun à G ei H. 
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On a , en effet « 

G=HQ+R ; 

ér , t.* de ce que d divise //et /l , il doit aussi diviser jK^Q, et 
conséquemment IIQ-^R ^ 6r ; ainsi âf est d'abord diviseur corn- 
inun à G et //. 

2.** Si , en outre y G et i^pouvaîent avoir quelque autre diviseur 
commun D^d , ce diviseur , divisant G , devrait diviser HQ-^-R ; 
mais , divisant H ^ il devrait diviser HQ ; il faudrait donc aussi qu'il 
dÎA^isàt /{ ; il serait donc diviseut commun à // et /l , dont d ne 
serait plus dès lors , comme nous Tavons suppose , le plus grand 
diviseur commun. 

3o. On peut donc toujours ramener la recherche du plus grand 
diviseur commun à deux nombres donnés à la recherche du plus 
grand diviseur commun au plus petit et à un autre nombre plus 
petit que lui ; on pourra donc , de proche en proche, amener le 
plus petit des deux nombres à être zéro, et alors l'autre résoudra 
le problème. 

' 3i. Ainsi I en résumé , t.^ pour déterminer le plus grand divi- 
seur commun , à deux nombres donnés , on divisera (3o) le plus 
grand par le plus petit , le plus petit par le reste , le premier reste 
par le second , le second par le troisième , et ainsi de suite » jus- 
qu'à ce qu'on soit parvenu à une division exacte , et alors le der- 
nier diviseur sera le plus grand diviseur commun cherché. 
- 2.^ Pour déterminer le plus petit dividende commun à deux nom- 
bres seulement , il faudra (27) diviser le produit de ces deux nom- 
bres par leur plus grand commun diviseur. 

3.^ S'agit-il enGn de déterminer soit le plus grand diviseur, soit 
le plus petit dividende commun à plus de deux nombres ; on cher^ 
chera d'abord (22) et (26) le plus grand diviseur ou le plus pe* 
lit dividende commun à deux d'entre eux ; puis le plus grand di- 
viseur ou le petit dividende commun au résultat obtenu et à un 
troisième nombre ; puis le plus grand diviseur ou le plus petit di- 
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viden4e commun au second résultat et à un quatrième nombrt , 
et ainsi de suite , )usqu*à ce qu*on ait opéré sur tous les nombres 
proposés » et le dernier résultat obtenu en sera le plus grand di- 
viseur ou le plus petit dividende commun. 

32. Si Ton yeut simplifier, autant dVil est possible » un rap-^ 
port exprimé par plusieurs nombres ^R faudra diviser tous le» 
termes dont se compose ce rapport jira^lear plus grand diviseur 
commun. > 

33. Si Ton veut réduire des fractions proposées, au même dém^ 
minateur , et obtenir dei fractioiVs tranformées aussi simples que 
le comporte la naturç du problème , il faudra multiplier les deux 
termes ,de chacune des fractions proposées, par Le quotient obtenu 
en divisant le plus petit dividende commun aux dénominateurs de 
toutes ces fractions par son dénominateur propre. 

34- S*il s'agit de faire disparaître les dénominateurs des ter? 
mes fractionnaires d'une équation Ae la manière la plus simple , 
il faudra multiplier les deuK membres de cette équation par 1% 
plus petit dividende commun à tous ces dénominateurs. 

35. Bien que , dans tout ce qui précède , il n ait été question 
que de quantités numériques , tout ce que nous avons dit pe»! 
néanmoins être exactement appliqué soit aux lignes dvoHes » soil 
aux arcs de même rayon , soit enfin à des polynômes» 

U faut seulement observer i .^ que le plus grand divisevr com«. 
mun à des droites ou à des arcs de même rayon peut quelquet 
fois se réduire à un point ; 2.^ que leur plus petit dividende com«» 
mun peut quelquefois être infini ; 3.® enfin , que la recker^rhe 
du plus grand diviseur commun à deux polynômes exige le plus 
souvent quelques précautions particulières que nous ne mention- 
nons pas ici , parce qu'il en est traité fort au long dans la plu-» 
part des ouvrages élémentaires. 
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AlVALYSE APPLIQUEE. 

Mémoire sur la théorie analytique de la chaleur; 

Fdr M» J. LiouviLLEt ëlëve ingéoieur des ponts et 

chaussées. 

L JuE mémoire qae Ton ra lire est extrait des paragraphes i , 2 
et 4 des Recherches, sur la théorie physico-^mathémaùque de la chor- 
/^i/r que j*ai présentées à Tlnstitut , eo février dernier. Je donne: 
les moyens de tenir compte de la variation du pouvoir rayonnant 
aux divers points d'une barre échauffée. Je considère cooHnc ar- 
bitrairement différentes, d*un point à Tautre d*une substance don- 
née > sa conductibilité et sa chaleur spécifique. Ces questions jus- 
qtt*ici n'avaient été traitées par aucun géomètre ; elles semblent of- 
frir des difficultés presque insurmontables , lorsqu'on suppose aux 
corps leurs trois dimensions. Si Ton Ciit abstraction de deux d'en* 
tre elles , le problème est complètement résolu par mon travail. 

Soit une barre métallique AB, plongée dans un milieu entretenu 2 
la température (f ; les extrémités de cette barre sont assujéties à des 
conditions quelconques ; elles ont , par exemple » des tempéralu- 
ries constantes. On la suppose d'ailleurs assez mince pour que les 
divers points d'une même section perpendiculaire à l'axe aient tou- 
iQurs I au même instant , la même température. De la nature de 
cette barre dépend sa conductibilité « que nous regardons comme 
invariable, le métal étant homogène. Quant au pouvoir rayonnant 
il dépend du poli des divers points de la barre , et nous sup<* 
posons qu'il varie proportionnellement a une fonction quelconque 
de l'abscisse. 

Tom. XXI t n.* 5 , i/' novembre i83o. 18 
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lo .«^ *^' r*^* ^impîe csi celui gù Ton propose de détermîper. 
> ^^M» iH'iu»»*»**'"^ ^'^'^ leinpéralures , auquel le corps ne peut arri- 
ver . c^^ li^vcur • qu^prèsiin tçmps iiifiû^; Le mourcoHent de la 
t4>4Uin c>t ivprcsenice alors par une équation linéaire du second 

vu\lvc entre la températufe u et* sa fluxion seconde — , pris^ 

imr r.ipporl à Tabscisse .r. A cause de la fonction arbitraire reU- 
livc' au rayonncnient , Téqualion dont nous parlons est la plus 
j^ônérale de son espèce. Il s'agît d'en trouver Tintcgrale complète. 

L'un des moyens que noi^s - employons consiste à substituer à 
la courbe qui représente le pouvoir rayonnant, en fonction: de 
Tabscisse , un polygone inscrit qui en dificre aussi peu qu*on veut. 
Le second , à développer la valeur de u en une suite infinie , dont 
nous montrons généralement la convergence. L'un et l'autre se 
plient aisément aux calculs numérique» , et partant sont suscepti^ 
bies d'applications. Nous avons employé le premier , dès l'annëo 
i8s9 , dans un mémoire qui ne traitait que du mouvement per- 
manent , et que nous avons reproduit dans nos recherches de i83o/ 

Dans tous les cas , l'équation du problème étant linéaire et du 
second ordre , il suffit d'en connaître une intégrale particulière pour 
en trouver Tlnlégrale complète ; ou , pour traduire physiquement 
celle propriété mathématique , on traitera généraleipent la ques^ 
tion du mouvement permanent de la chaleur dans une barre, si 
Ton résout par l-expérience celte même question , en assujétissant 
les^extrémilés de cette barre a A^s conditions. parlicu-lièr^^s. 

Les difficultés d'analyse s'accroissent déjà beaucoup lorsque c*est 
le mouvement linéaire et varié de la chaleur qu*on veut mesurer. 
La température devenant alors une fonction de l'abscisse x et du 
temps /, dépend alors d'une équation aux différences partielles à 
deux variables indépendantes. Heureusement la seconde d^eiùr^. 
elles n'y- entre cju-implicilement , ce qui permet d'emplovçr les mé- 
thodes ordiniiires. On développe la valeur de u en une série d'ex-i 
p.ncnliels qui coulicnncnt , en çxposant , le temps i ^ multinlié par 
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diverses quanlllcs successives , que je désigne , en général , par 
— //i , et que Ton détermine ensuite. Chacune des exponentielles 
a pour coeflicient uue fonction de l*abscisse. L'équation qui donne 
la valeur de chacun de ces coefficiens est. linéaire et du second ordre* 
Elle a la même forme qu« celle qui a élé précédemment trallce ; 
les mêmes niéihodes lui sont applicables.; et c'est ainsi que le 
mouvement varié se ramène au cas plus simple du mouvement 
permanent. 

Toutefois il reste à déterminer les valeurs des constante^ arbi^ 
traires , en nombre inBni , iniroduites par l'intégration de ces 
équations diverses, et qui dépendent de Tctat initial de la barre , 
comme Téqualion qui donne les valeurs de m dépend des con- 
ditions relatives à ses extrémités. La forme de cette dernière équa- 
tion rend cette détermination très-simple. Ici se présentent des 
calculs analogues à ceux qu'on trouve dans les ouvrages de !MM« 
Fourier et Poisson , et 'la possibilité de représenter une fonction 
quelconque , entre des limites données , par une série dont les 
termes sont les intégrales d'une équation linéaire du second or- 
dre. Déjà l'on avait développé une fonction quelconque en série 
de sinus et de cosinus , et en suites infinies formées de ces quanr 
tités qui se présentent dans. les rechercbes relatives à rattrarlion 
des sphéroïdes ; mais je ne sache pas que jusqu'ici on ait fait un 
semblable usage des fonctions transcendantes que notre analyse nous 
a fournies. 

La quantité générale m , qui entre comme facteur du temps , 
dépend d'une équation dont toutes les racines sont réelles et po- 
sitives. Elles ne sont pas négatives, car alors la température cloî- 
trait indéfiniment avec le temps , et il est clair que cela ne peut 
arriver ici. Si elles étaient imaginaires, les mouvemens libres de 
la chaleur seraient assujétis à des oscillations , ce qui est impos- 
sible sans l'action de causes périodiques extérieures. Cette démons- 
tration directe et générale est de M. Fourier. Toutefois nous avons 
prouvé ) par un moyen partlculrer /dans la question qui nous oc- 
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cupe , la rëalirë des racines de Téquation dcterminëe , afin de miotix 
établir l'accord des élément analytiques dont se forme la théo ie« 
Jusqu'ici nous avons supposé constantes rt la conductibilité cl 
la chaleur spécifique de la barre. Cependant si sa matière était 
hétérogène , ces deux quantités varieraient avec les coordonnées 
de chaque point. Par un heureux hasard , la méthode qui tient 
compte de la variation du pouvoir rayonnant s'étend i la réso^ 
lution du nouveau problème dont nous parlons. Cette extensioà 
de notre méthode n^ofire aucune difficulté. Elle se trouve détail* 
lée dans les derniers paragraphes de notre mémoire» 

II. Dans les divers nu^moires qui ont été publiés sur la théo- 
rie de la chaleur ^ les géomètres ont négligé de tenir compte de 
la variation du pouvoir rayonnant d'un poFnt à Tautre de la sur* 
face du corps en expérience. L'examen des effets produits par cette 
variation sera le sujet de nos premières recherches. Considérant 
d'abord le cas simple d'une barre ipétpHIque parvenue à un état 
permanent, et assez mince pour que les divers points d'une même 
section transversale puissent être regardés comme ayant , à cha^ 
qie instant, une température commune, j'essaye ensuite de trai« 
ter , par la même méthode et dans le même but , des questions 
plus élevées, 

Soit AB une barre métallique , homogène , mais inégalement 
polie , dont les c%tréii|ités A , B sont constamment entretenues aux 
températures 0,9'; en un point m quelconque de cette barre » 
dont la distance à l'origine A est représentée par x , la tempe* 
rature est assujctie à l'équation 

lorsque l'on considère la barre arrivée à un état permanent , dans 
un milieu dont la température est prise pour le zéro de l'échelle 
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ihcraiomëtrique. Je ti'rc cette équation du premier mëmoire de 
M. Poisson , sur la théorie de la chaleur: co est Taire, e le con- 
tour d'une section perpendiculaire à i*axe. Le coefficient K me- 
sure la conductibilité de la barre. Nous supposons qu'en tous ses 
points il a la même valeur, ainsi que coet c. Le coiifllcient y 
mesure le pouvoir rayonnant de la surface extérieure : il varie 
d'un point à l'autre, à cause de l'inégalité du poli des différens 
points de cette surface. Nous le représentons par la fonction dé- 
terminée {{x) ; et de la sorte l'équation ci-dessus devient 

^ ^ dx» Km 

Pour résoudre le problème que nous nous proposons , il faut 
intégrer celte équation et déterminer les deux constantes de son 
intégrale par cette double condition qu^à j:=o réponde i/=d , et. 
qu'à j:=:AB=:/ réponde i/=d^ 

IIL Nous observerons d'abord que Téquatlon (i) étant linéaire 
et du second ordre , est intégrable , chaque fois qu'une intégrale 
particulière en est connue. Cette remarque , faite depuis long- 
temps, répond à line propriété dil mouvement linéaire permanent 
de la chaleur. Supposons , en effet , la barre AB placée dans un 
itiilieu entretenu à o® , et ses extréimités ayant des températures 
constantes quelconques. Déterminons , par l'expérience , la loi deii 
températures permanentes. Qu'elle soit , si Ton vtsut , réprésetitétfi 
par l'équation ii=F(:r). De cette loi , et sans connaître le pou- 
voir rayonnant dont dépend f(ar) , on tire la valeur de la quan- 
tité u , dans un cas quelconque. En effet , paf la manière mCme 
dont on l'obtient , la fonction F(:r) satisfait à la condition 

4«» Ké ^ ' 
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Soit t^ une nouvelle variable. Posons uz=zi^¥(x) ; il en résultera 

— = — F(j:)+2 ; +P - , • 

dac* dA» do; dx àx* 

£n substituant ces valeurs dans Tequation (i) » elle deviendra . 
^F<':r^4-2 *-i-^!M J.^i2^L_^ i3î> TUS . 



et se réduira à 



-— F(j:)+2- 7^ =so 



On a donc , sur-Ie-ehamp- » 



J r-W 



OU C et C^ sont les constanlès arbitraires. Multipliant par Y(x) 
la valeur de ^ , on obtient la valeur de u ; savoir i 



-''-A'J^M 



Ainsi donc , coniinç nous Tavons dit , le. problème, général diàtnmf^ 
t^ement linéaire et permanent de la chaleur se traite sans difJicuUé , 
quand on sait le résoudre pour un état particulier des extrémités de 
la barre» 

lY. Maij» f si Ton ne connaît pas F(a:) , et que Te pouvoir 
rayonnant {(x) , au contraire , soit déterminé par un moyen quel- 
conque , il faudra recourir à des calculs d'une autre nature. Une 
considération qui se présente d'abord, nous dirigera dans la mar- 
che que nous devons prendre* f^ous admettrons que la fonction 



4 



DE LA CHALEUR. ,39 

î{pc) a ctc obtenue par interpolation, en mesurant , par exemple, 
sa valeur au point A , au point B et aux n — i points intermé- 
diaires également espacés entre eux de la quantité — . Soient h* 

n 

y^ les valeurs de f(:r) 4 deux de ces poinU consécutifs , dont les 
abscisses sont x' , x'' ; faute de données plus positives , on pourra 
supposer que 

La barre se trouvera ainsi partagée en portions d'égale longueur ; 
pour lesquelles la valeur de î{x) et Téquation (i) seront difTércn- 
tes, ce qui nécessitera de nouvelles conditions pour la détermi- 
nation des nouvelles constantes arbitraires qu'introduira Tintégra* 
lion de c^& équations diverses. Ces conditions consistent évidem- 
ment eu ce qu'aux divers points de partage de la barre , les va- 
leurs de u et — doivent être les mÔQies , soit qu'on les déduise 

de Téquation qui se rapporte à là partie antérieure au point de 
division dont il s'agit , ou qu'on les déduise de TéqUation qui se 
rapporte a la portion située au-delà. 

Je distinguerai par les numéros i « 2 , 3, fx, n les 

n parties égales dans lesquelles la barre a été divisée. Je nom- 
merai 1/^ la température de la partie ^ , et P(è'^(]f/iX la valeur cor- 
respondante de -V- • De la sorte j'aurai cc$ n équations iodcfinies 



Km 



'''i—{p^^9^^>^ » 






^=(;,,+y,.r)«,, 



I 

• • • • • • • .W*'* % . *. 
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I 



rintëgralton de ces ëqaations introduira an cansUntes ^e l'on 
déterminen par ces 2/1 conditions : 

11.3=9 , • • pour jTso f 

éut du, t 



ir^r=d^ f • pour x=3/ • 

V. Toute la question ainsi ramenée i trouver Tintëgrale com<* 
plète de Téquation générale 

•e trouve réduite à un problème puremenl analytique , dont on 
parvient, sans beaucoup de peine » à obtenir la solution, £t d'a-^ 
bord , en posant 



P^+9i^^^^ 



1 



f 



TéqiKiation (2) se cbange ea 



* 



N « 
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(3) -^^^r-=2.i/^ 






Sous ceMc forme, on rcconnair i.^quc Téqualion (3) rentre dans 
un des cas de Téqualion de Uiccati qui , jusqu'à présent , ont 
échoppé à toutes les méiliodes , et qui vraisemblablement ne se- 
ront jamais résolus ; 2.^ quil faut renoncer, par conséquent , à 
exprimer la valeur de f/^ autrement que par des séries convcrgen* 
tes ou par le secours de quadratures définies. 

VL L'équation (3) étant linéaire et du second ordre , il nous 
suffira d'en clierchcr deux intégrales particulières pour arriver à 
son intégrale complète. L'une et Tautre se déduiront du dévelop^ 
pcment de #/^ en série , suivant les puissances croissantes de z. 
Considérons la suite iuGuic 

'"^7J"^ 2.3.5.6 "^ a.3.5.6.8.0 '^ ' 



dont la loi régulière est facile à saisir. La différentielle seconde de 
cette quantité est 

"V'^IÎ'^IXsTg "** 2.3.5.6.8^ "^ ) ' 

de sorte qu'en posant 

Wi4 — IT* ni* OC/' "^ o - r tt "-[-••••• f 

^ 2.3 2.3.5.0 2.3.:>.G.o.9 

on satisfera à l'équation (3). 

Toutefois la conclusion pourrait être inexacte, si la série dont 

il est question cessait d'être convergente. Nous allons faire 

voir que cela n'a jamais lieu quelque grand nombre que Ton 

substitue à la place de z. Soient P , P^ deux coefliciens con- 

Tom. XXI. 19 
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séculifs qui rcpondenl dans la série aux puissances n— 2 elwrf-i de x. 

Le rapport de ces deux termes sera — = r - Quelque grand 

nombre qu*on prenne pour z , en assignant a n une valeur assez 
considérable , Il sera toujours possible de rendre P plus grand 

que P^ ; et , au-delà de cetle valeur de n , le rapport — ira 

sans cesse en décroissant avec rapidité jusqu'à devenir nul. On ar« 
rivera donc , en considérant la série que nous prenons pour va- 
leur de //^ à un terme P^ tel que , si Ton forme la progression 

géométrique JP(i-j-p+p*+ ) , où la raison est moindre que 

Tunité , et dont la somme est finie , le reste.de la série sera moin- 

, P 

are que celle somme . 

* 1— f 

La valeur de u^ se trouve donc ainsi exprimée par unç série con- 
vergente , dans tous les cas possibles , servira à en calculer la valeur 
avec tel degré d'approximation que Ton voudra. Cetle série a eu 
outre l'avantage de s'exprimer élégamment , sous forme finie , par 
le secours d'une intégrale définie. 

VII. Pour démontrer avec facilité cette proposition , j'écris U 
valeur de 1/^ sous la forme 



ï+ 



ou bien 



1.3.3 ~ 


ito 


+ 


4-7*' 


+ 


i.2.3.4-^*6 


I. a. 3. 4-5. 6.7. 8. g 


1 -' 
1.2.3 "•" 


i(i+3)i« 
i.a.3.4-^-6 


+ 


i(i+3Xi+3.2)c» 
i.a.3.4.5.6.7.8.9 


+ 



i4- 



de sorte qu en général on peut représenter ainsi deux termes con- 
sécutifs. 

iri+3Ii+3.3Xi+3.3] [i+3(>.-i)] .„ . 

' ' — ■ — - ^ ) 
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'['+3Ii +3 211 +3.3] [i+3(;i-i)Xi+3/.] ,„^, , 

I. 2. 3. 4 3/i.(3/i+iX3/i+2X3«+3) ^ 

Les numérateurs des fractions qui multiplient 5'" , z'""^* étant re- 
présentes par-P„ , P^^i^ sont assujélls à l'équation -P„+,=jP„(i 4-3/1). 
La méthode Indiquée par Laplace , dans sa Théorie anal/tique des 
probabilités , pour Intégrer les équations aux différences finies étant 
ici applicable , on en déduit 

P,,—Cl a Ke î.a"-\da; 

C désignant la constante arbitraire et e la base des logarithmes de 
Néper. Ainsi , la valeur de 1/^ peut être transformée en une série 
telle que la suivante : 

!; / e J.a ».da(i4 --^ TTTTT -x f ^ a h---]- 

^ Q \ 1.2.3 1.2.3.4*5.0 i.2.3.4-5.b.7.8.9 } 

La série comprise entre les parenthèses a pour différentielle 
troisième , par rapport à z , 



\ 1.2.3 1. a. 3. 4-5. 6 i.3.3.4>5.6.7.8.Q / 

de sorte qu'en la représentant par ) , elle satisfait à Téquatlon 
— =aA , d'où résulte 

Ci , Cj^ f C, désignant des constantes , et i , p , p* étant les trois 
racines cubiques de Tunlté ; et comme II est évident que , pour 

x=o , on doit avoir A=i , -— =ro , -7- =0 , on trouvera sans 

peine, en se rappelant que i-|-p+p"=o , 
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» t' 



A=f (/v/«^_,pV-^.,p'V- ) . 



Par conséquent , 

s 



VIII. En dîffercnlîant deux fois de suite, par rapport i 2 ^ la 



f • 



scnc suivante 



x4 xT «!• 

'+34 "*" 3.4.6.7"* 3.4.6.7.9.10 "* " - 



on obtient ce résultat 



1^^*^ 3.4 "T" 3.4.6.7 "** 3.4.6.7.9.10 ^ / 



En posant donc 



'V"^"*" X4 3 4.6.7 3.4.67.9.10 "^' 



on satisfera de nouveau à Tcquation (3) , dont nous avons ainsi 
une nouvelle intégrale particulière. Les raisonnemensdc Tart. VI, 
étant applicables à cette inlégi*ale , montrent en pieinier lieu , que 
la série qui en exprime le développement est toujours convergente 
et peut servir à en calculer là valeur avec tel degré d^àpptoîtî- 
malion que Ton désirera. Une marche analogue à celle de Tart. VII 
donne ensuite les moyens de Técrire sous forme finie , par le se« 
cours des quadratures définies. 

Pour cela, il suffit de mettre la valeur de 1/^ sous la forme- 

. 2z4 !i(2+3)cH-^ a(2+3K2+3 aV*-*-'-' 

i«a*3.4 i.a«3.4«5.6 7 i.a.3.4«5»6*7»8g«t-a 
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de sorte qu'en général on puisse représenter ainsi deux termes con- 
sécuiifs 

i.a3.4 [4-h3(w— i)J[4+3«— a][4+3/i— iJ[4+3/iJ " 

tiCS numérateurs des fracijons qui multiplient ^^^-H»-») et !*+*♦ 
étant dénommés i^.. , P^ sont assujétis à la condition 

P.=r(2+3/,)/'„.. , 

de laquelle on déduit , par la méthode de LapIaceV 



/• 00 < i 



Il nous yieift donc 



u-=Ci e «.a '.(^H rrH rrr-r h ) da • 

^ J o \ *-^-^-4 1 •2.3.4.5.6-7 '^ / 



Mais I si Ton posa 



i=x+ 



on trouyera 



mzk 


+ 7 


«>2f 


l.a.3.4 


•2.3»4*5«6*7 






-tiroiX ; 



d'où on déduira , par Tlntcgratlon ; 
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C^ i C^ f C, ddsîgnant des constantes , cl i » p, pMes troU raci- 
nes cubiques de Tunilé. Les constantes se déterminent en obser* 

vant que , pour 2=0 , on a A=:o , 'T'^=^ f dl*""^^ ' ^^ trouyc 
ainsi 



d'où résulte 



A= j ' ^V:^p.,P?/-+p,P'V-) . 



Cl , par conséquenl ; 



„,=|/"^ -?.,-; (.v-+pv^>>-H-f«f''^-) ; 



V 



IX. Ayant ainsi découTcrl aux art. VII et VIII deux intégra-^ 
les particulières de Téquation (3) , Tintégralc complète de cette 
équation va s'obtenir en faisant la somme des produits de ces deux 
intégrales par des constantes arbitraires. On pourra donc prendra 
pour valeur complète de u^ celle que donne Tégalîté 

ou bien encore celle <i 
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«^=^^ /"* -T .«-f (e*|/- +:^""^ .Cos. ^^^^") d« 

qui est réquivalent de la première , de laquelle elle se déduit en 
remplaçant p et p* respectivement par ^ et 



puis substituant aux exponentiels imaginaires les fonctions circu*^ 
laires équivalentes. 

X. Reprenons présentement Téquation 

et rappelons-nous qu'en posant /i^-j-y^xnzsy'^, nous l'avons trans-? 
formée en 



(5) T^ =-". ^ 



da;> i* 



L'intégrale de Téquation (2) est , par conséquent ; 






Pfc-4rÇ^X » -.^^?fff ^3 






O _ 

e 
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Cette intégrale résout In quCsSlion proposée , ou du moins , ea 
vertu de l'art. IV , clic réduit le problème à la resolution de 2» 
équations du premier degré , qui doivent déterminer les conslan* 
tes arbitraires. 

La résolution de ces équations est de la plus grande simplicité. 
On part des deux secondes 

Wi = «'a y T~ = T" ' P^"^ ar=— ; 

ax ax *" n 

Elles contiennent quatre constantes j4^ ^ B^ ^ A^ , J7^ , et servent 
également à déterminer les deux dernières au moyen des deux 
premières. Les deux suivantes 



I/^rrrl/ 



di/. au. i 

I , — -=— - , pour a;=2 — , 



donnent A^ , B^ en A^ , B^ , d'oii ensuite en ^, , jB, , et ainsi 
des autres jusqu'aux deux avant - dernières 

"— ="- ' 17"= ir • P'*''' x=(n-i)- ; 

Celles-ci fournissant A^^ B^^ on substitue les dernières valeurs 
dans Tégalité u^=zQf , pour a: = /, qui dès lors ne contient plus 
que A^ y jB, , et qui , jointe à la première u^^=.Q , pour a:=o t 
fait connaître c^s deux constantes dont toutes les autres dépendent. 
La question se réduit à trouver A^^^ , ^f^-^-x > en fonction dtt 
Aft, , Bfé par le secours des équations 



àuft dufit^t I 



^=%+i ' -Âr^-ir ♦ p^"*" '^f^T 



n 



En désignant par ''^ et F*^ les deux valeurs particulières de u^ 
obtenues aux art. VU et YIII , on a , comme à Tart. X , 
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et 












A*4-f 



Soil faîl x=\>.-' , el nomiiions 

II 



c',). <v- (^)- (^)' (^.-H.)- (';+.). (^).(^) . 

les valeurs correspondantes des quanlûcs comprises entre les pa* 
renthèscs. Les équations de condition seront 

On tire ele là les valeurs de ^ , , // • , eu y/ ,2?^. Ledé- 
noininatcur commun de ces valeurs est 

Or, 1' est rcmirq\ial)Ie que ce dénominateur est constamment 

^g»l à yV-t-'- Cela résulte des ctiuatJons 

Ion.. A XI. 30 
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dj;» ^Pft+l'''ff*+l^^ f* + i 



^^-^ =(A'^+,+7^+1^)^^^., T 



qui ont lieu par la naiure même des quantités f/^+» , ^/•+t > ^^ 
dont on déduit 

/«+» da.» /»+» dx' * 



a 



Intégrant on a 






Pour déterminer la constante du second tnembre , on remonta 
aux valeurs 



7 /*+! 



et Ton voit , sans peine , que régalllc devant subsister pour toutes 
les valeurs possibles de 
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la valeur de la conslanlc csl y'^4.,. Donc, 

(V.)(^)-(^+.)(^)='W.^ 



ce qu'il fallait prouver, 

XI. La même analyse s'ctcndrnil au cas où les cxircmitcs delà 
barre , au lieu d'clre entretenues à des températures constantes, 
rayonneraient librement dans Tespace. Elle réduirait , comme tout 
à rheure, les diflicultés du problème à celle de résoudre in équa- 
tions du premier dcgié. Elle s'étendrait également à la détermi- 
nation du mouvement dB la chaleur dans une armille ; problème 
qui , dans le fond , ne diffère pas de celui que nous venons de 
résoudre. La réduction des formules en nombres sera facile , dans 
tous les cas, ce qui est le caractère essentiel d'une méthode pra- 
tique. Soit , pour en donner un exemple, AB=^/=z=2 mètres; la va- 
leur de , , aux extrémités de la barre , représentée par i , et 

Km 

à son milieu par o. Enfin que les points A , B soient entretenus 
à des températures constantes de lo^. 

De x=:o à 0:=?! , on a ^^ = 1 , 7^^:= — i , et , par suite , 

/;^ +7^.T 



ft 



De 0^ = 1 aar=2, on a , au contraire , - — ^ii-— =z=a:'— î • 

Substituant ces valeurs dans nos formules, pour en déduire les 
températures u et les flux de chaleur aux divers points de la barre , 
on formera le tableau suivant : 
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i:>2 



a'=:o'",oo , w=io°,oo , —-=—0,53 ; 



.r = o,2iî , //=9,i3 , — =—0,24 ; 



r=o,i>o , //=8,7i , -— = — o,iii ; 



r=o,75 , /i=r8,56 , — -= — o,o3 ; 



8rr> ^w 
,^_ . ,JJ , -— .=+0,00 , 



r=i,25 , i/=8,56 , -7— =+o,o3 ; 

dx 



x=i,5o , i/=8,7i , -^=-|-o,i2 ; 



^=1,75 , £1=9, i3 , -—=+0,24 ; 

^ dx 



J7=2,00 , ii=IO,00 , -7— =:+0,5J t 

dx 



La formule générale est 



w= ^ ; 



1,17a 

dans laquelle 
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2.3 2. 3. 5. G 



-s élanl égal à i — x de a:=o à x=:i , et à x — i de x=^i à a:=a. 

XII. Il n'entre pas dans noire plan de nous elendre davantage 
sur ces détails qui ne présentent aucune difficulté ; maïs nous 
croyons devoir placer ici Texposé rapide de quelques réflexions 
analytiques propres à éclaircir ce qui précède. Les développcmcns 
dans lesquels on vient d'entrer donnent , en résumé , une mé- 
thode générale pour intégrer, pir approximation, l'cquation linéaire 
du second ordre. L'approximation est poussée aussi loin qu'on 
veut. En augmentant à volonté le nombre des équations du pre- 
mier degré y auxquelles se ramène la détermination des constantes, 
on s'approche indéfiniment de la valeur exacte cherchée. Une telle 
méthode parait suffisante , dans Tétat aqtuel de l'analyse , vu la 
difficulté de résoudre exactement la question. 

Si Ton veut toutefois , on peut la traiter d'une maniè/c plus 
directe. En considérant l'équation 






w , 



on ohîîent , sans dîfTicullc , une suite infinie qui y satisfait , cl dont 
la convergence peut être prouvée dans le cas du problème qui 
nous occupe. Je compose la valeur de u d'une suite de termes u^ , 
qui seront déterminés plus tard. 

Ainsi je fai^ 



#i, , u 



i/ = i/^-fi/, + f/,4- 



Lcs quantités i/o , «/. • w. , devront être telles qu'on ail 
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<1 

da;= ' dx» * dx 



or, ceMc cqualion est ÂalisfaUc si Ton pose, ce qui est permis» 



d«i/o à^ui ifrrO d»f/. t(;(j:) 



d'eu on tire , en nommant j4 , B , dcox constantes arbitraires 



Uç;=J+Bx , 

u^^f'àx f'{{x)àx f'àx f\A+Bx) -^ f(.r)cî;r V 



La somme de ces quanlltës sera la valeur de u et Tinlëgrale 
Téquatlon proposée si toutefois la suite infinie , fournie par cette 
somme , est une suite couTcrgente ; circonstance dont il est iâclte 
de s'assurer , comme on ya le yoir. On considère séparément les 
deux séries 
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qui rcponclcnl aux deux conslanics arbitraires. La fonclion {(x) 
rcprésenlc ( entre les limites .r=o , .v=rl ) le pouvoir rayonnant 
de la surface de la barre, C*esl une quantité essentiellement po- 
sitive , qui , pour une ou plusieurs valeurs de x , peut être 
nulle , mais jamais infinie. Sa plus grande valeur correspond à 
un point quelconque de la barre; c'esl une quantité finie positive 
M qui , substituée à la place de f(x) , dans chacun des termes 
des deux séries précédentes, donnera nécessairement des valeurs 
plus grandes que celles de ces mêmes termes. 

Or, en faisant f(:r)=Af, les deux suites en question deviennent 

( ~ Km 1.2.3 ~à:>4»» 1.2.3.4.5" s 

Ces deux suites sont évidemment converg^nlcs. I)n «'arrêtant à 
des termes de plus en plus éloignés , les restes nécessaires pour 
en compléter la valeur décroissent rapidement. Donc , h fortiori^ 
cela a lieu pour les deux suites qui composent la valeur de u. On 
trouverait même aisément le moyen de calculer le degré d'approxi- 
mation qu'on obtiendrait , en s'arrêtant à un terme désigné. 

Au reste , il n'est pas nécessaire que f(.r) soit toujours une 
quantité positive de .r=so à :v=zl ; f(a:) peut avoir des valeurs 
tantôt positives et tantôt négatives; il suffit que jamais ces valeurs 
ne soient infinies. Alors , dans l'analyse qui précède , on appelle 
ilf la plus grande d'entre elles, abstraction faîte du signe. Le rai- 
sonnemeot portera uniquement sur les nombres et sera égaleiment 
rigoureux. Ainsi donc, toutes les fcis qu'entre des limites fixes, 
la fonction connue f(.r) ne passera point par linfini , quelle qu'en 

scrit d'ailleurs la nature , Vlntégralc .de 1 équation -r^ = -—- . 
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u sera cxprimal»lc en série , comme nous venons de le voir. Nous 
insistons sur ce point sur lequel il nous sera ulilc de nous ap- 
puyer , lorsqu'il s'agira du mouvement varié. 

XI II. Reprenons la valeur de u composée dos deux séries 
j\iJ^-L- f\uf \{xyh:-^ -£—J 'clrT f(.r)d.// d.i7"?(.i):Lc+ L 



ï 



5^x4- -4- f\\.vf\vi{xy\x+ -^ f \\.vf' f(.i)ilr r\\.rf'x((x)i]x+ l 



• • • • / • 



Elle convergera cVautant plus rnpidernmcnl vers sa liraîle , que le 
rayon de la harre sera plus grand ainsi que sa conducliLili^é. 
Klle re[)résenlera exactement toutes les circonstances du mouve- 
ment linéaire permanent de la clialeur. Supposons , par exem* 
pie t que la température soit nulle à Textrémilé de la barre 
ou pour .r = o, et l'unité pour x^l\ la constante j4 sera nulle 
cl la constante B aura pour valeur 



B= 



/+ -j- r iUr'jv({x)dj:+ y*^^j r iUT\U[(x) r'd.ty^%)djr+.... 



d'où résulte 



i+^J"^-^J*'^'K^)àx^- ^.jf':^'/*\K^)^^f }b-/"xf(x)dx+.... 
Admettons que , du point A au point B, la fonction î{x) soit 
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toujours croissante ; on voit que la température partira de o® , 
pour arriver à la valeur i** , au-dessous de laquelle elle restera 
toujours dans l'intervalle de jr=o à :r = /. Cette valeur croîtra , 
dans les premiers instans , proportionnellement à Tabscisse , c'est-* 
à-dire, comme les ordonnées d'une droite ; ensuite comme les or- 
données d'une courbe parabolique d'un ordre indéfini. Les accrois-- 
semens de température , d'abord très-petite , seront d'autant plus 
sensibles , qu'on s'approchera davantage de la limite B. On pour- 
rait aisément en calculer les expressions numériques , comme nous 
Tavons fait voir sur un autre exemple. Les résultats compris de 
Tart. II à l'art. XI sont de notre mémoire de 1829; ceux des 
art. XII et XIII n'ont été présentés à Tlustilut qu'en i83o; il 
en est de même des suivans. 

XIV. Nous nous occuperons présentement du mouvement varié 
de la chaleur , dans une barre homogène inégalement polie. 

Nous avons une barre AB , dont les extrémités A et B sont 
constamment aux températures et 0^. Cette barre est placée dans 
un milieu entretenu à o^. On désigne par c la chaleur spécifique, 
par k la conductibilité , l'une et l'autre regardées comme inv<i- 
rîables ; co est l'aire et e le contour de la section , supposée par- 
tout la même. Le coefficient 7 représente le pouvoir rayonnant , 
dont la valeur est une fonction quelconque de l'abscisse, à cause 
de rinégalité du poli des différers poînis du métal. 

En un point quelconque /n , dont la distance à l'origine O est 
représentée par ;r , la température u est représentée par l'équation 

du _ d'il 

cta -7- =:K(ji} — yeu , 

ât dx* 

que je prends dans le premier mémoire de M. Poisson , sur la 
chaleur. Divisant les deux membres par rco , on a 

du K d'il yt 

d/ c d** c* 

Tom. XXL ai 
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h 

Le coeffici.cn l — dépend tout à la fois de la chaleur spécifique 

de la barre et de sa conduclibililé. C*est un nombre donné a*. 

La quantité — est au contraire variable avec Tabscisse x , et c'est 

par la fonction f(.r) que nous la supposerons représentée. L'équa- 
tion du problème devient ainsi 



du j d»ii ^ . 



Celle équation étant intégrée , les arbitraires que contiendra son 
intégrale se détermineront par ces conditions : i.^ que les tempé- 
ratures soient constamment , 6^ aux extrémités de la barre. Soient 
OAœ/ , OBs/^ , et Ton aura ces deux équations définies : i/=ô 
pour x=:/ , et i/=:0^pour x=P ; 2.** que , pour /=o , à Torigine des 
temps , les températures de x=zl à arn:/' soient donni^es par une 
fonction F(x) connue entre ces limites. 

Pour intégrer Téquation (a) , je fais usage de la méthode qui 
consiste à former l'intégrale complète d'un nombre infini d'inté- 
grales particulières. Je développe en série la valeur de u , sui- 
vant les puissances de l'exponentielle «"* , et nommant u^ ^ w, , 
i/^ , u^ , des fonctions de x qui seront ci-après dé- 



• / 



termmees , je pose 

u,e +!/,« +«/,« + +Vn« + ; 

ou , par abréviation , 

Il vient , en différentiant cette valeur de u , par rapport à / , et 
ensuite par rapport à x , 



àt dx= do;- ' 

substituant ces valeurs dans l'équation (a^ , ou obtient cette égalité 
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qui , devant êlre satisfaite quel que soit / , donne cette équation 
générale 

(b) — mi/^=fl« ^ —uj(x) ; 

pour déterminer i/^ , et, par suite , w© » w, , w, , ;7.,. , lorsqu'on 
connaîtra les valeurs de m. 

L'équation (b) est une équation linéaire du second ordre , de 
xoême forme que celle qui a été étudiée dans la question du mou- 
vement permanent. Son intégrale, qui comprend deux constantes, 
arbitraires , peut s'obtenir dans tous les cas , au moins par approxi- 
mation. Je nommerai <p(x, m) , \j;(x , m) deux intégrales parti- 
culières qui y satisfassent ; j4^ , B^ deux constantes arbitraires, 
La valeur de u^ s'écrira ainsi : 

et Ton aura , pour la valeur de u , 

XV. Les diverses valeurs de m se déduisent des deux équa- 
tions définies 

i/=z9 , pour X'=il , 
ttr^ô^ , pour x=t/' , 

déjà indiquées dans le précédent article. En effet , elles revien* 
nent à 

S{.^.<p(/./n)+5.K/,/n))*— '=0 , 
2{.'/.<p(/',in)+5«4<(/',/n)}«-"=o . 
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Elles doivent subsister pour toute valeur positive de / ; d'où on 
conclut sans peine qu'une des valeurs de rexposani-/n doit étr» 
zéro , et qu'à cet exposant repondent les deux équations 

A'X',o)+A4-(/,o)=9 , ^„«p(/',o)+5„4-(A,o) = 9' , 

qui donnent aisément 

et déterminent complètement le premier terme u^ de la valeur de 
u « lequel représente le mouvement de la chaleur dans une barre 
parvenue à un état permanent. Toutes les autres valeurs de m 
$ont données par les équations 

Eliminant An, et B^ , il vient : 

(c) y(/,m)4/(/^/w)— <p(^,m)4;(/,/ii)=o ; 

égalité où tout est connu , excepté m , et qui détermine ( en jr 
joignant la valeur de m = o ) toutes les valeurs dont cette va- 
riable est susceptible. Une des quanti tés -^^ , B^ est donnée déplus 

en fonction de l'autre. La valeur B^ est, par exemple, — -^« — -J — r ; 

cl , si Ton substitue cette expression dans la valeur de u , on trouve 

U^U,+XJ^. ^;^^ , 

le temps / étant arbitraire. 

XVI. Que Ton fasse à présent /=o , u deviendra V(x) ; repr^ 
sentant donc par 4>(x) la différence F(a) — u^ également connue ^ 
on devra satisfaire à Tégalité 

(d) *(^)=2-;^:^ ; 
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qui pourtant ne subsistera qu'entre les limites ar=7 et x^V. 

La fonction ^(jv) peut être discontinue. La possibilité de la dc- 
yelopper en une série semblable à celle du second membre ne 
saurait être révoquée en doute ; sans cela le problème du mou- 
vement de la chaleur, dans une barre inégalement polie > serait 
inaccessible à l'analyse. L'équation (d) résulte de raisonnemens 
rigoureux; et il ne reste plus qu'à déterminer convenablement la 
valeur de -^m- Or , sa détermination repose sur ce que la quan- 
tité ^{x ,m)\(J,w)—^{x^rn)tf(J,m)\ que je représente par F^ , 
doit satisfaire à l'équation (b) , en sorte qu'on a 

Soit , en effet , m' une seconde valeur de m , et Ton aura éga- 
lement 

Eliminant donc f(x) entre ces deux équations , on trouvera 

d'où , intégrant par rapport i or et divisant par m-^m' ,' 
jr„r„„A:v=-^(F„ ^ -r„. '-pu ) +Cons.. 

Or , si l'on prend celte intégrale depuis a:=/ jusqu'à X'=^V , le 
second membre sera nul , tant que la différence m — m' ne le sera 
pas ; ce qui résulte de ce que , à ces limites , les quantités V^ , 
V^, sont nulles elles-mêmes. En effet , on a , pour :r = / 

r«=(p(/,/w)\|/(/,m)— vK/,/n)y(/,m) = o , 

r„,=cp(/, m^,4.(/, /TiO -^K/, m>:/, mO=o ; 
et pour x^=l' , 



/ 
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en vertu de Tcquation (c) qui détermine les valeurs de m et de 
m'. Ainsi Ton a I ^'^^^^,da:=o , lorsque les racines m cl m' dif- 
fèrent entre elles. Mais si mzzim* ^ le second membre se présente 
sous la forme — . Sa vraie valeur est alors une quantité finie bien 
facile à trouver directement ou à déterminer par les règles ordi- 
naires. On dillércntie , par rapport à m , le numérateur 






puis le dénominateur m — m'. Ce dernier donne Tunité pour ré- 
sultat ; le premier conduit à 






y^t est nul aux deux limites jr = /, ar=/^. Soit donc représente 
par H . H^ \sL quantité a' t~ — -^ à ces valeurs extrêmes , cl 

* * dm d'X 

c'est la différence H^ — H^^m qui sera le nombre chercbé. Ainsi 
Ton aura 



/ 






XVII. Revenons présentement à Téquation (d) , c'est-i-dire à 
Téquation 

J*y change x eu a , ce qui est permis ; je multiplie ces deux 
membres par 
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{<p(a , m)^(l , m)— \j;(a , m)<p(/, m)}doL ; 

cl j'intègre ensuite entre les ligiilcs a=:/ , ol^P. Le premier membre 
devient égal à une intégrale définie 



/; 



{(p(a, m)vj^(/, m)—^{(x,m)tf(l, m)]*(a)da . 






Le second membre , en vertu des principes de Tart. XVI , se 
réduit à un seul terme , savoir : , .^ ^. ; en sorte que 

V(/ , ni) 

J„ = ^flJ^ /"{?(« ^ rn)Kl , m)— Ka , m)<p(/ , m) ]^a)da ; 
et Téquation suivante ; 
i,=iio+S— { f(a;,m)>^(/,m)— +(a:,m)(p(/,m)] T (^(«,m)^(/,m)-4'(#,i7i)^(/,m))ti^(«)d# , 

ne contenant plus que des quantités connues , donne la valeur de 
u , pour un instant quelconque , en tel point qu'on veut de la 
barre , et résout , dans toute sa généralité le problème qui nous 
occupe. Cette valeur est composée de deux parties ; la première 
indépendante du temps , représente Tétat permanent auquel la 
barre arrive enfin ; la seconde , dépendante à la fois du point et 
de l'instant que Ton considère , et tendant vers zéro à mesure 
que le temps augmente , répond à Télat variable. Ainsi , il y a 
dans la barre deux flux de chaleur bien distincts , qui suivent 
des lois différentes et qui , d'après leurs signes , s'ajoutent ou se 
retranchent pour former le flux total. 

Lorsque la valeur de t est devenue très-considérable, Tcxponen- 

ticlle d*""' est très-petite ; et si l'on considère les quantités tf*"'"*' , 
^mj ^ ,,......, qu'on déduit de la première par les hypothèses 

m^^m^ , m=im^ , .» , on voit qu'elles décroissent très rapide- 

- ment à mesure que m augmente. On peut donc , à une cer- 
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taîne époque, se borner à la première exponenliclle , dans la va- 
leur de w. On oblicnl alors 

Dans cet crat de la barre, qui précède immédlalement Téla^ 
permanent, les différences u^-u^ décroissent avec le temps , comme 
les termes d'une progression géométrique , ce qui est une propriété 
générale des lois du refroidissement. 

XVIII. Si la barre est limitée dans les deux sens , les deux 
longueurs / et V sont représentées par des nombres donnés. Si 
elle s*étend à Tinfini du côté B , on a V=go . Enfin on doit po- 
ser /= — 00 , //=-|- 00 , dans Thypolbèse où la ligne AB est in- 
définie dans les deux sens. C'est afin de pouvoir comprendre ce 
dernier cas dans notre formule que nous avons pris Torigine O 
djcs abscisses dans une position tout à fait arbitraire , par rapport 
aux points A et B ; mais , en particularisant le lieu du point O , 
il est possible de simplifier beaucoup les calculs que nous avons 
indiqués dans les précédens articles. Cela est surtout utile pour U 
démonstration de divers théorèmes qui complètent la solution que 
nous avons donnée du problème qui fait le sujet de cet écrit , et 
qu*à la rigueur on peut regarder comme indispensables. 

Nous ferons voir i.^ que Téquation d'où résultent les valeurs de 
m a toutes ses racines réelles et positives ; 2.^ nous prouverons 
que la série qui forme la valeur de u est une série convergente » 
ce qui est nécessaire pour compléter la solution. 

Les démonstrations de ces deux principes se déduisent de la 
méthode que nous avons exposée aux articles XII et XIII , pour 
rintégration de Téquation linéaire du second ordre. Elles sont 
très-propres à faire connaître les avant^igcs de ce procédé que 
nous avons omis dans le mémoire présenté , en 1829 , à TAcadémie ' 
des sciences. 
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XIX. Nous supposons quon a fait coïncider l'origine O avec 
rextrémitc A de la barre. La longueur / sera alors nulle , et la 
longueur AB deviendra V. L'équation indéfinie sera toujours 

En posant 

u^ satisfera toujours à Téqualion 

On représentera encore par <p(ar,m) , \|;^a:,m) deux inicgralcs par* 
|iculières , en sorte que 



puis on aura 

Observons présentement que Tcqualion qui donne «/«, peut se 
mettre sous cette forme 

— : -^1/ . •-^— ^ ^ 



do;» *" a' 



^t , par les* principes de Tart. XII , on pourra poser 
»)=!+ ~ f\]xj[((a:)--m]ilx+'^ f èx j\i{x)^m\àx ràxf\((xy^m\Ax^...,. ; 

n)=:jr-|--^ / d.rl a:[f(jr) — m]dx+ — / dj / [f(.r)— w]djr/ dj:/ ar[f(ar)— /w]dar-{- • 

2om. XXI ^ n.^ 6 , i." décembre i83o. 22 
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Prenant alors les équations déûnics , w=ô , pour xsslzzzo ; ur=:0^ , 
pour x=il^ ; elles donnent 

Or , on a 

«p(o,m)=:i , 4/(0, m)=o ; 

les équations précédentes se réduisent donc à 

Elles doivent subsister quel que soit /, en sorte qu*il j a une 
valeur de m égale a zéro , à laquelle répondent les coefliciens 

ce qui détermine complètement le premier terme u^ de la tempe* 
rature. Les autres valeurs de m sont en nombre infini. A ces va- 
leurs répondent les égalités 

lesquelles se réduisent à \{;(/^m)=o. Ainsi donc c*est Téquation 
4'('^//ï)=o , ou 

qui détermine tous les nombres que /ti représente. C'est cette éqaa* 
tlon qu'il faut discuter et dont il s'agit de trouver les racines* 

XX. Je poserai 
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* 

Je conslmirai la courbe représcnlce par celle égnlilc , où m est 
Tabscisse et jr Vordonnce. Celle courbe coupera Taxe des m en 
un nombre inGnl de pomts , pour lesquels on aura jr=:0. C*est à 
ces points que répondent les valeurs que nous voulons considérer. 
Or , la fonction {{x) est donnée de a: = o à xz=iV. C'est une 
quantité toujours positive , dont la plus grande et la plus pelilc 
valeurs sont des nombres finis M, N. Ainsi la quantité m crois- 
sant , à partir de zéro , finira par dépasser f(r). A cette époque, 
les divers termes de la valeur de jr , qui d'abord étaient tous po- 
siu& 9 deviendront alternativement positifs et négatifs^ 11 en sera 
de même de l'ordonnée ^\ et c'est ainsi que l'équation ^*=:o pos- 
sède un nombre infini de racines réelles. Voyons de quelle ma- 
nière ces diverses quantités dépendent de m , et comment elles 
croissent et décroissent^ ^yec. cette abscisse. 

Par un cbois convenable d'uni lés ^ on peut toujours faire €a 
sorte que V=i et a'=i. Nous adopterons ces valeurs qui sim- 
plifient un peu les raisonneuficns. Miiinicnant observons que^ne 
peut être nul , lant que f(x)-*-in est positif. Prenons donc /i}>f(j:) ^ 
et voyons ce qui résulte de cette hypothèse. Nous poserons 

Po=^ » 

p^zzz — / àxi x\î{x)^m]Ax , 

Pi^-^^r'àxf '{{{x)—'m'\Axf'Ax f ' x{î(x)^m'\i\x ; 

« ■• • » 

p -=1 — r dxf [{{x)^nt]dxl Axi [{(x)^m]dxj dx/ .r[f(^)— Twjdo* , 



'i 
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on aura , par suite : 



Si la valeur moyenne de m — f(x) est au-dessous de runilé , les ter-» 

mes PiiPi^Pi tendent à diminuer, à mesure cjue Tindice 

augmente , i.^ à cause de Tintroduction du nouveau facteur 
m — f(:r) ; 2.^ à cause de la double intégration ajoutée en passant 
de Tun quelconque d'entre eux au suivant. £q adoptant dpnc ççtte 
hypothèse 9 on a 



Pi<Po » P%<P% ' P\<Pa » 



Ot par conséquent ^>o. 
. Soit à présent m-^i(jjc) supérieur à Tunité, L'introduction du fac« 
teur m — l[x) d'i^n terme p^ au suivant /?»+, tend à augmenter 
ce dernier que la double intégration diminue ; et , comme reffel. 
de cette diminution se produit d'autant mieux que n est plus grand , 

on voit que les nombres successifs Po ^ Pi% P% ^ P% ^ iront d'a-r 

bord croissant avec les indices, atteindront ui^ maximum puis dé- 
croîtront indéfiniment. 

Cette idée a besoin d*étre développée. On en sent s^r-Ie-champ 
la justesse en regardant la fonction {{x) comme une constantf^ 
égale à jP; car on a , dans cette hypothèse 9 

/lo-I . p.- ^^^ , p^— i.a.3.4.5 ' P'— 1.51.3.4.5.^7 ' ••^* 

Et le^ rapports 

Pi P% Pi P^ 

P^ P\ Ph P\ 

sont 

m^'^P nr^P m^^P m^^P 



» 7T » C^ - > O - » ••••••f 



a.i ' 4.5 • 6.7 ' 8.9 
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Pour toutes ces frac lions , le numérateur est mvariable ; le dé«* 
nominateur va croissant avec rapidité et finit par lui devenir ^al . 
ou supérieur. Donc aussi les termes Po % Pi^ P%f P% « •••••• t quel 

que soit m-^P ^ ne pourront pas toujours croître avec leurs indi-^ 
ces. Ils atteindront un maximum , puis décroîtront , Vindirc con* . 
tiauant a augmenter. Le maximum sera seulement d'autant plus 
éloigné de p^^ que m-^P sera un nombre plus considérable» 

Ce que nous venons d'expliquer , en supposant {{x)-=:P » est 
évidemment général. Cela compris, x>n conçoit déjà comment la. 
valeur de^ peut être alternativement positive et négative, et par 
ii;onsé(][ue]cit nulle^ 



XXI. Si f(jr) était constant , qu'on çAt {(j:)=s/^, les valeurs 
successives de Po t Pi i P^ * P} ^ •••••• seraient /celles que nou^ yc* 

PQns d'écrire , et Ton obtiendrait 

y 1^.3 ^ I a;3.4.5 ».a.3.4.5.fa.7 ^ 

Multipliant et divisant le second membre p^r y^rn-^P i P^^ ^^' 
servant que m — P est égal a (j/m — P) * , pn a 



y= ■ 



l/m^P 
Aîn^i 



I i.a.3 1.2.3.4-5 I 



^ ^;;^p 



«r • 



Or, par la décomposition du sini^s en une infinité de facteurs ;< 
on sait quie Téquatioiji Sin.///ii^p=o à toutes ses racines réelles 
et positives. Ces racines ^ont données par Tégalité fî?=P-|"'**'^* • 
dans laquelle tsr est , à l'ordinaire , le* rapport de la circonférence 
au diamètrç , çt n uA jiombrf^ entier qui peut prendre toutes les 



o 
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râleurs de n-^ro à nssco • Donc aussi Tcquation y'z^o a toutes ses 
racines réelles, positives et fournies parla formule /ïis=P+«*«r*, 
dans laquelle on doit faire varier le nombre entier n depuis /isi 
)usqu*à 11= 00* La valeur de /}=o ne répond plus alors à^so » 
mais à x^=i. 

Quand f(:r) n'est pas un nombre donné , mais une fonction va« 
riable , entre les limites ilf et iV , on conçoit une valeur moyenne 
représentée par P^ et telle que , si 1 on pose f(a:)=P«, » on trou- 
vera exactement la valeur de ^. En adoptant cette idée, on obtient 

-r • 



i.a 3 1.2. 3. 4*^ i.a.3.4S.&7 



La quantité jP^ n'est pas absolument constante. C^csl une fonc*^ 
tion de m qui peut changer en même temps que cette abaisse ; 
mais st,^ variations ne sont point arbitraires ; elle ne peut pas rroi- 
Ire indéGnimenI , puisque la fonction f(,^) est comprise entre deoi^ 
limites finies M et Jf. Cela admis , on met Texpressiôu S^y sus» 
Ja fornae suivante : 

Sîn y/tu-^P^ . 

^— ' , 9 

Vni—Pm 

et les racines m se trouvent données par la formule m =:jP^-t-D'^', 
où le nombre entier n varie de Tunilé à Klnfini. Cette dernière 
égalité est toujours possible. Soit, par exemple, n=zi ; je dis qu'oo 
peut avoir m=jP^-|-/i'tsT* » et le même genre de démonstration s^r^ 
applicable à une valeur quelconque de m. En effef , le second 
membre est renfermé entre des limites désignées , puisque cela a 
lieu pour P^ et que vr* est constant. Le premier, au contraire , 
est absolument quelconque. Donc il existe un nombre /ti, tel que , 
si Ton fait msm, , cette équation sera satisfaite et aussi Téqua- 
tîon ^=0. 

Donc enfin l'équation ^^ic=o , dans le cas le plus général , a 



m 
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foutes ses racines réelles et positives, ce qu*on savait déjà, par 
le théorème de rarlicle I/' 

L'analyse que nous, venons d'employer conduit également à les 
calculer: nous n'insisterons pas sur ce point; des considérations 
de ce genre n*ont aucune difficulté. Lorsque les racines sont pe- 
tites , on les obtient par la méthode des approximations successi- 
ves ; lorsqu'elles sont très-grandes , le nombre n* est très-grand 
lui-même ; on néglige P^ et Ton a cette valeur très-approchée 
m = fi*tÂT* ; où n est un nombre entier quelconque , mais suffisam- 
ment considérable. 

XXIL A la fin de l'article XII , on a prouvé que la série 
qui exprime ^{x^mi) est une série convergente. Nous ne revien- 
drons pas sur cette proposition qn'on peut démontrer par plus 
d'un moyen. De plus, quand les valeurs de m sont très-grandes « 
on peut prouver que ^{x^m) est une très-petUc quantité quel que 
ik>il X. £n effet , on a 

)ŒJ:^--^ f ''àxf\((x)—mlvdx+^^ f'^^J "^ \%x)—m\àxj ' ^x J \{{x)-^m\x\^ 

Si m est très-grand , négligeons {{x) par rapport à m ; il viendra 

o. x\Jm 

, , e «Sin. 

I . . I mx^ I m'a» 



y^m 



adin. 



Or , ':^ — décroît indéfiniment à mesure que m augmente. 

XXIII. Je vais présentement démontrer la convergence de Iti. 
suite qui exprime la valeur de 1/. Il faut reprendre Texpression 
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mettre â pari le terme i/q , qui répond à m=o , el puis se rappeler 
cju'à rarliclc XIX on a fait voir que ^«=0 , ^(J\rn)z:zo pour 
les autres valeurs de m. Il reste dès lors 

le signe S s'étendant aux valeurs de m données par ^(/^,i7i)=rOr 
Pour /=o , u devient F(a:). On pose ( art. XVI ) F(x) — u^ 
ssP{x). Puis Ton a ^(x)zzXB^^(j:^m) , d'où Ton déduit, par la mé- 
thode déjà exposée ( art. XVI , XVII ) , 

„ /'o*(oc)vKa,/n)da , 



Or , quand il » agit de prouver la convergence de la série 
25^^— '"'\|;(.r,m) , il est permis d'abord de ne considérer q.uc les- 
•termes de la suite infinie où m est très-considérable ; ensui-le de 
faire tz=zo ; car « si la série est convergente , t étant uul y. ^Jo9^ 
iiori le scra-t-elle à un instant quelconque différent. 

Posons 

m= ; 

fo désfg^nant un nombre entier très^grand. Fartons d^une taTewr 
nssn' , puis faisons 

c*est à ces diverses valeurs de n que répondront les grandes racu^ 
nés de l'équation \|^(A,//î)=o. Cela résulte de ce que ^ pour ce» 
l^andes racines ; on a, ainsi qu'on Ta vu à l'art. XXII, 

aoin. - — 



> 



DE LA CHALEUR. lyS 

«l de ce que Sin. — ^ de vient nul toutes les fois que 






/'» 



Kous aurons , dans la même hypothèse , 









a>^ 



7/1 



Ainsi I 



Sin. 



rrVm 



:&D„,^(x,m)X ^ /"*(a).Sin. -^ .da ; 

Or , la série du second membre est du nombre de celles qui ont 
clé discutées en détail par MM. Fouricr et Poisson. Et , enefict, 
elle se rapporte au cas où f(.r)=iro , oi le pouvoir rayonnant est 
nul, et constant par conséquent. La convergence de la série , 
dans le cas général , se trouve donc ainsi ramenée au cas parti- 
culier où l(:v) est invarid'ble , sur lequel il ne peut rester aucun 
doute , après les mémoires des auteurs cités. 

XXIV. Il nous reste à supposer variables , suivant une fonc- 
tion quelconque de Tabscisse , la conductibililé et la chaleur spé- 
cifique. Si Ton a bien compris ce qui précède , on ne trouvera 
aucune difficulté dans cette question nouvelle , ce qui nous per- 
mettra d'en exposer rapidement les résultats. Supposons d abord 
u'ie barre AB , telle que AB=/, arrivée à l'état permanent. Nom- 
mons k la conductibilité , variable en fonction de Tabscisse Am = x 
de rn , comptée a partir du point A. Soit de plus co Taire, e le 
coniuur de la section transversale, Tune et l'autre constantes , 
To/n. X\I, 23 
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el y le pouvoir rayonnanl lie la surface extérieure , exprime en 

fonction de x ; ou aura celte cqualion Indéfinie 

(a) to— — =y€.«/ , 

où u désigne la tempera lure au point où l'ahscisse est x , et qui 
suppose le milieu ambiant entretenu à o^. £n posant 



p ty 



//= - , — —((x) , 



celle cqualion peut s'écrire ainsi 

Les constantes de rinlégrale se détermineront , par exemple , en 
admettant qu'aux extrémités A, B de la barre , les températures 
sontO , 0\ Or, Téqualion différentielle (b) est de même forme que 
celle relative à la première question du mémoire. Elle se traitera 
donc comme nous avons traité celle-là , et le nouveau problème 
sera résolu par les mêmes procédés que' nous avons appliqués a 
Tautrc. 

Considérons deux barres de même longueur, mais de matières 
diverses. Admettons que , dans ces deux barres, c et co soient les 
mêmes , ainsi que la fonction de Tabscisse qui exprime le rapport 
du pouvoir rayonnanl à la .conductibilité. L'équation (b) sera la 
même pour Tun et pour l'autre. Si de plus on entretient leurs ex- 
trémités à des températures qui diffèrent de la première barre à 
la seconde , et en raison inverse de leurs conductibilités à ces li- 
mites données , les valeurs de p , pour ces deux points , seront 
égales de part et d'autre , et dès lors elles resteront les mêmes 
pour tous les autres points homologues des deux barres. 
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Mais on a u-=z —- . Soîcnl «' , u^^ les valeurs de w pour deux 

polnis des barres ayant la même abscisse x , el k^ , k^^ les con- 
ductibilités. Puisque ^ est le même pour Tune et Taulre , on a 
u^ : u^^ : : k^^ : k^ ; c'est-à-dire que les températures sont en raison 
inverse des conductibilités. 

XXV. Considérons présentement le mouvement varié de la cha- 
leur dans une barre hétérogène. En désignant par c la chaleur 
spécifique , nous aurons Téqualion 

. . au (\*,kii 

Les équations définies seront , par exemple , u=0 pour ^' = , u=^0^ 
pour xr:/ , el i/=F(x) pour /:=o , de o: = o à x^i^l. En posant 
kuni^ , puis se rappelant que r , A , y sont des fonctions quelcon- 
ques de a:, et faisant , en conséquence, 

i=f(.r), ^=f.(:r) , 

C ^ cm ^ ^ 

Téquation (c) se transformera dans celle-ci : 

X^our intégrer Téquation (d) on formera , comme à Tart. XIV, 
rintégrale générale d'un nombre înûni d'intégrales particulières. 
Soit • 

la subslilulion donnera 
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cqualion qui, devant dire satisfuilc quel que soit /, donne cette 

expression générale 

(e) —mP^={Çv) ~î i^JXs) ; 

Cette équation linéaire est d'une forme qui nous est bien connue.' 
Soient cp(^,m) , \J;(.r,/w) deux intégrales particulières ; et , comme 
à Tart. XIV , soit posé 

d'où 

Pour déterminer les valeurs de m , il faut recourir aux équations 
déCnies 

i/iiô pour :r=ro , u=lQ^ pour a:=i , 
et se rappeler en même temps que 

En effet, ces conditions donnent , en nommant A:^, k^, les valeurs 
de k , pour les deux abscisses o , / 

f-S«-'M-.?(o,m)+^»|(o,/n)]=ô , 



Ces conditions se simplifient à cause des valeurs de (p(:r,m) et 
de \{;(a:,/7i). En effet , Téquatiou (e) peut s'écrire ainsi 
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^*^m fi(T)— m 

do;* ""^"•* f(u;) • 



On pourra donc poser 






De là résulte 



<p(o,m)=zzi , 4'(Oi'w) = o ; 



et , par conséquent ^ 

Ces égaillés doivent subsister pour toutes les valeurs positives de 
/. On en conclut sans peine qu'une des valeurs de Texposant m 
doit être zéro , et qu*à cet exposant répondent les valeurs 

qui déterminent le premier terme u^ de la valeur de u , lequel 
représente Tétai permanent de la barre. Les coeflîciens qui ré- 
pondent aux autres valeurs de m doivent être égalés à zéro , et 
Ton a , en général , 

ce qui donne , à la fois » 
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A=o . 4(/,w)=o : 

Tout est connu dans celle dernière équation , excepte la variable 

TTî \ et ses racines dclermineront les nombres /w, , w, , m^ , 

qui entrent en exposants de tf^' , dans le développement de u 
en série. La valeur de Am est nulle \ celle de jS^q est seule in- 
connue , et Ton a 



XXVI. Que Ton fasse à présent /=o, u deviendra une fonclion 
connue F(.r). Représentons par $(.r) la différence F(:r)—i/^ éga- 
lement connue ; on devra satisfaire à cette égalité 

qui pourtant ne subsiste que de x=o à .1* = /. Ici , comme à 
Tart, XVI , la fonclion ♦(x) peut être discontinue. L'équalion 
que je viens d'écrire est la conséquence de raisonnemens rigou* 
reux. Il est hors de doute que $(j;) puisse se développer en une 
série ayant la forme de celle comprise dans le second membre. 
Il nous reste à déterminer convenablement Bm» 

Cette détermination diffère un peu de celle de Tart. XVI , mais 
on y parvient toutefois par des principes semblables. On pose 
4'(ar,m)=:X„ , et Ton observe que X„, satisfait à Téquatioa 

Pour une seconde valeur m^ de in , on a de même une éqtiation 



DE LA CHALEUR. 1,79 

Cela posé , l'intégrale qu'on cherche à calculer est 



/ 






et pon pasy'pX„X„,d:f, comme à Tart. XVI. On élimine f,(x) 
enlre les deux égalilcs qui prccèdcnl. Cela donne 

Divisant par (m— /w')f(x) , puis intégrant par rapport i a: , on en 
déduit 

f. X = 7 K -, Xm'-T- J+Const. 

l{x) m'^nv I dx da? ) ' 

Or, si Ton prend celle intégrale de orso à .1'=/, le second 
membre sera nul , tant que m — m' ne sera pas zéro. Cela résulte 
de ce quà ces limites les quantités X^i et X^. sont nulles elles- 
même , ce qu'on vérifie aisément en observant qu'on a les équa* 
lions 

\}.(/,/w)=:o , 4^(0»^) = . 

Ainsi donc y'oX^X„,,d.r = o , tant que les racines m , m' diffîîrent 
entre elles. Mais, si m=:Tn\ le second membre se réduit à une 
valeur finie, , déterminable par les règles ordinaires , puisqu'il 

prend la forme - . 



XXVII. Revenons présentement à Téquation 
j'y change a: en or , ce qui est permis. Je multiplie les deux mem- 
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bres par \j/(a,m) cl: j'inïègre entre les limites arso , ass/. Le pre- 
mier membre dcvienl égal à une intégrale définie 

Le second membre , en vertu des principes de l'art. XXVI , devient 

Il se réduit au seul terme qui contient le coefficient i^n i et Tou 
a régalilc 

On a donc cette valeur de u , 



*^ 



.—fur 



laquelle ne contrent plus que des quantités connues et donne la 
température en un point quelconque de la barre , et pour une 
valeur arbitraire de /. On prouverait , comme à Tart» XX , que 
les valeurs de m sont toutes réelles et positives. 

XXVIÏL Ce mémoire , très-succînt , n'est qu'un extrait de mes 
recherches sur la théorie de la chaleur. Je n'y ai point parlé de 
l'application de mes calculs à la sphère , ce qui est important 
pour le problème des tompératures terrestres , ni du cas où la 
barre rayonne librement à ses extrémités. J'ai passé rapidement 
sur les points secondaires. Plus tard Je reviendrai sur ces ques- 
tions , et je chercherai à résoudre les mêmes questions , en sup- 
posant aux corps leurs trois dimensions. Quant à Tart. V de mes 
recherches de i83o, lequel se rapportait aux questions primitives 
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de la clialcur , il forme , a dire vrai « un mémoire à part , que 
je n'ai pas dû transcrire ici (*). 



(•) Je croîs devoir m'cxcuscr , vU-à-vîs da lecteur , de lui livrer an mé- 
moire aussi maussadement , je puis même dire , aussi inintciligiblement re'- 
digë. Mais, au moment où je comptais m*occupcr paisiblement d« préparer 
ma livraison , il me fallut , à mon très-grand regret , prendre les rênes d*une 
administration qui , fort pénible dans tous les temps , surtout dès le début , 
le devenait beaucoup plus encore par TefTet des circonstances dans lesquel- 
les nous nous trouvons. Par suite d*un déménagement auquel il m^était im« 
possible de présider , mes papiers se trouvèrent enfouis sous des monceaux 
de livres que je n^avais pas le temps de remuer. Ce mémoire se présenta 
à moi , je crus trouver dans le double titre d'ingénieur et d'ancien élève 
de TEcole polytechnique une garantie suffisante du talent de rédaction de 
Tauteur , et j'envoyai de suite l'ouvrage à l'impression. L'auteur m'a bien trans- 
mis postérieurement quelques corrections , mais , outre qu'elles n'auraient pas 
sensiblement amélioré le mémoire , il était imprimé quand elles me sont par- 
venues. 

Je ne prétends contester aucunement la capacité mathématique de M. Lioa- 
ville ; mais à quoi sert cette capacité , si elle n'est accompagnée de l'art de 
disposer , de l'art de se faire lire , entendre et goûter. Malheureusement il n'est 
aujourd'hui que trop de jeunes gens , de beaucoup de mérite d'ailleurs , qui 
regardent comme un accessoire presque indifférent ce que je regarde moi 
comme le mérite essentiel , le mérite par excellence , au défaut duquel tout 
le reste c'est absolument rien. 

Je désire bien vivement que M. Liouville se venge prochainement des re- 
proches un peu sévères peut-être que , bien à regret , sans doute , je me trouve 
contraint de lui adresser aujourd'hui , en publiant quelque mémoire que l'on 
puisse lire à peu près comme on lit un roman ; mais la vérité est que je le 
désire beaucoup plus que je ne l'espère. Une longue expévience m'a prouvé 
que le mal dont il est atteint est un mal à peu près incurable. 

J. D. G. 

Tom. XX J 24 
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Notes sur quelques points d^ analyse ; 

Par M. Galais, élève à TEcoIe normalep 

l/WVWWWYWWWW/WWV 

§• ï. 

Démùntration d'un théorème d analyse. 

JL HÉORÈME. Soient Yx et fr deux fonctions quelconques don^ 
nées ; on aura , quels que soient x ti h ^ 

if ëlant une fonction dëtermince , et A: une quantité intermédiaire 
entre x et X'\-h. 

Démonstration. Posons , en effet « 

f{x^h)^îx • 

on en déduira 

F(x+A)— Pf(a'+A)=Fjr— P£r , 

d*o(i Ton voit que la fonction F.r — Pfr ne change pas quand on 
y change x en x-^-h ; d'où il suit qu'à moins qu'elle ne reste 
constante entre ces limites , ce qui ne pourrait avoir lieu que dans 
des cas particuliers , cette fonction aura , entre x et x-^-h , un 
ou plusieurs maxima et mlnima. Soit k la valeur de x répondant 
à l'un d'eux ; on aura évidemment 

4^ étant une fonction déterminée ; donc on doit avoir aussi 
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ff étant nne autre fonclion également déterminée ; ce qi^i démon- 
tre le théorème. 

De là ou peut conclure , comme corollaire , que la quantîlé 

pour A=:o, est ncccssaîremcnt une fonction de a:, ce qui démon- 
tre, à priori , rexis-tencc des fonction» dérivées» 

§. II. 

Rayon de courbure des courbes dans T espace^ 

Le rayon de courbure d'une courbe en Tun quelconque de ses 
points M est la perpendiculaire abaissée de ce point sur Irn ter- 
section du plan normal au point M avec Te plan normal consé- 
cutif, comme il est aisé de s*en assurer par des considéra (ions géo-' 
métriques. 

Cela pose , soit ( x ,/, ^ ) un point de Ta courbe; on sait que 
le plan normal en ce point aura pour équation 

X ,Y^ Z étant les symboles des coordonnées courantes* L'înter-' 
section de ce plan normal avec le plan normal consécutif sera 
donnée par le système de cette équation et de la suivante 

■••(t-) ''•(f) <rr) 



attendu que 



(ir)"+(^>(ïJ=' 



i«4. QUESTIONS 

Or , il csl aisé de voir que le plan (I) est perpendiculaire au 

plan (N) ; car l'on a 

donc la perpendiculaire abaissée du poinl { ^ ^ Jf t ^) sur Tinter* 
section des deux plans (N) et (I) n'est aulre chose que la per- 
pendiculaire abaissée du même point sur le plan (I). Le rayon de 
courbure est donc la perpendiculaire abaissé du point ( J^t/, «) 
sur le plan (I). Cette considération donne, très-simplement, les 
théorèmes connus sur les rayons de courbure des courbes dan^ 
Tespace* 
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Solution des deux problèmes de géométrie énon^ 
ces à la pag. 72 du présent volume] 

Par M. Le Barbier. 

fWVV\/\\'VW\/\\'V\'\/\i'VV\/\ 

X ROBLÈME I. Conduire , dans T intérieur dun triangle , deux droi- 
tes telles que chacune délies contienne les centres de gratuité des aires 
des deux segmens du triangle déterminés par T autre ? 

Solution. De quelque manière qu'une droite divise Taire d*un 
triangle en deux segmens , toujours les centres de gravité de ces 
deux segmens sont en ligne droite avec le centre de gravité du 
triangle ; d'où il est aisé de conclure que les deux droites de- 
mandées par Ténoncé du problème doivent avoir leur intersection 
à ce dernier point. 

Si Ton joint Tun des sommets du triangle au milieu du côté op- 
posé par une droite , cette droite contiendra le centre de gravité 
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de raire du triangle qu'elle divisera en deux autres: et si , par 
ce centre de gravité , on mène une parallèle au côté du triangle 
au milieu duquel se termine la droite dont il s'agit , cette paral- 
lèle contiendra évidemment les rentres de gravité des aires des 
deux segmens du triangle. 

D'un autre côté , cette parallèle divisera le triangle en deux seg- 
mens, dont Tun sera un triangle qui lui sera semblable, tandis 
que Tautre sera un trapèze. Le centre de gravité du premier de 
ces deux segmens stra évidemment sur la première droite ; et « 
comme le centre de gravité du triangle total y est aussi , il en sera 
de même du centre de gravité de Tautre segment. 

Ainsi, si , par le centre de gravité de Taire d'un triangle, ou 
mène deux droites , Tune parallèle à Tun de ses côtés et l'autre 
passant par le sommet opposé, chacune de ces deux droites con-* 
tiendra les centres de gravité des aires des deux segmens du trian* 
gle détermines par l'autre ; le système de ces deux droites offrira 
donc une solution du problème. 

Et comme , dans un triangle « on peut conduire trois syl^tèmes 
de deux pareilles droites , il s'ensuit que le problème proposé ad«- 
œct trois solutions^ 

PROBLÈME II. Conduire , dans t intérieur dun iétraèdrt , trois 
plans tels que t intersection de deux quelconques contienne les centres 
de gratuité des volumes des deux segmens du tétraèdre détermirUs par 
le troisième ? 

Solution. De quelque manière qu'un plan divise un tétraèdre en 
deux segmens , toujours les centres de gravité des volumes de ces 
deux segmens seront en ligne droite avec le centre de gravité du 
volume du tétraèdre. Puis donc que l'intersection de deux quel- 
conques des trois plans cherchés doit contenir les centres de gra- 
vité des volumes des deux segmens déterminés par le troisième , 
«lie doit aussi contenir le centre de gravité du volume du tétraè- 
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drc ; croù Von doit conclure que les trois plans chercliés doÎTenf' 
se couper en ce point. 

Soient A , B , C , D les sommets du tétraèdre /et soît G son cen- 
trc de gravité. Par ce point , conduisons an plami parallèle a la 
face ABC, ce plan délerminera un triangle A^B'C , semblable à ABC ^ 
et dont le centre de gravité sera le même que Te centre de gravité 
G du tétraèdre. De plus ce même plan A^B'C^ divisera le tétraè- 
dre en deux scgmens dont tes centres de gravité seront évidem- 
ment sur la droite DGr 

Conduisons , par le point G, dans Te pTan du triangTe A'B^'C^, deux 
droites qui résolvent le précédent problème par rapport à ce triangle 'r 
par exemple , une parallèle A^'B^^ au côté A'B' et une droite G^C'^ ^ 
joignant le sommet O au milieu C^^ du côté opposé ATB', par chacune' 
de ces dnMteset par le sommet D conduisons deu-x plans ; le premier 
divisera le tétraèdre en deux pyramides de même sommet que* 
lui , dont une sera elle-même un tétraèdre ^ tandis que Taulre sera 
une pyramide quadrangulalre ; et ces deux segments auront évi- 
demment leurs centres de gravflé sur la droite C^C''^, intersections 
du premier pTan A^'B^C'' avec le troisième^ 

Quant à ce troisième plan , il drviscra le tétraèdre en deux autres 
de même sommet que lui , dont les centres de gravité seront évi* 
demment sur la droite A^'B^'' , intersection des deux premiers plans; 
Ainsi les trois droites DG , CC et A'''B^' , prises deux à deux ,. 
déterminent trois plans tels que chacun d*eux partage le tétraèdre- 
en deux segmcns dont les centres de gravité sont situés à lin-» 
tcrseclion des deux autres , c'e.st-àr-dLre , trois plans qui résolvent; 
le problème. 

Mais , par le précédent problème , on peut mener , dans le 
plan du triangle A^B^C^ deux autres systèmes de droites qui , avec 
la même droite DG déterminent trois plans qui le résolvent éga- 
lement ; donc , en conservant toujours le plan A''B^C^ comme Tua 
des plans cherchés , le problème aura déjà trois solutions. 

Mais attendu qu'au lieu de conduire ce plan parallèlement à 



RESOLUES. 187 

là face ABC on aurait pu tout aussi bien le conduire parallèle- 
ment à chacune des trois autres faceà ; et que , pour chaque di« 
rection qu'on roudra lui assigner , le problème aura toujours trois 
solutions ; il s*ensuit que le nombre de ses solutions s*élève jus- 
qu'à douze» 

Mais comme il existe quatre plans dont chacun est le même 
pour trois des solutions , il s'ensuit que le nombre des plans em- 
ployés dans les douze solutions s'élève seulement à vingt^buit et 
non pas à trente-six. 



Démonstration du théorème de géométrie 
énoncé à la pag. 1 00 du présent volume ; 

Par M. Vallès , ingénieur des ponts et chaussées , ancien 

élève de Técole polytechnique. 

JL HÉORÈME. La différence des distances de chacun des points éFune 
parabole à son foyer et a une perpendiculaire fixe à Taxe de la 
courbe est une quantité constante (*). 

Démonstration. Soient^ la distance variable de Tun quelconque des 
points de la courbe à son foyer , d la distance également variable de 
ce même point à la directrice , et enfin a la distance de la di- 
rectrice à la droite fixe que , pour fixer les idées , nous supposons 
située , par rapport à cette directrice , du côté des x positifs La 
dislance du point de la courbe à celte droite sera d — a ; donc 
la différence entre cette distante et la distance de ce même point 
au foyer sera 



(^) Ce théorème est dA a M. Coste , capitaine d'artillerie 

J. D. G. 



i«8 QUESTIONS PROPOSÉES. 

I 

mais I suivant la proprîclé fondamentale de la parabole, on a 
f' — é/=:o ; donc cette distance se réduira simplement à /i , quan- 
tité constante , comme l'annonce le théorème. 

On doit remarquer que , si le point pris sur la courbe était 
situé entre la directrice et sa parallèle fixe , ce serait alors la 
somme et non la différence des deux distances qui serait constante. 



m 



QUESTIONS PROPOSEES. 

Problèmes de géométrie. 

I. \>oirP£R un triangle , par une droite, en deux segmens tels 
que leurs centres de gravité soient situés sur une autre droite t 
perpendiculaire à celle-là? 

IL Couper un tétraèdre , par un plan , en deux segmens tels 
que leurs centres de gravité soient situés sur une droite perpen- 
diculaire à ce plan? 
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ARITHMETIQUE SOCIALE. 

Notions élémentaires sur les métaux considérés 

m 

comme monnaies ; 

Par M. G E R G o N N E (*). 



Je me propose d'examiner, dans Tcssai qu'on va lire, par quelle 
progression d idées Tusage des monnaies métalliques a pu s'iiitro* 
duire universellement dans nos sociétés , quels effets généraux ré- 
-sullcnt de leur emploi , et quelle influence peut avoir leur circu- 
lation plus ou moins abondante sur la valeur des choses et sur 
la richesse des nations. Je n*aurai qu'un petit nombre de vérités 
à établir , et des vérités presque triviales , bien qu'elles soient 
trop souvent méconnues ; mais )e signalerai , chemin faisant ,des 
erreurs et des préjugés de plus d'un genre. Un pareil soin ne me 
parait pas tout à fait dépourvu d'utilité., car, outre ce que l'et- 



(^) Cet essai , composé à la fin de i8a5, était destiné pour V Annuaire du 
département de V Hérault de 1826. Le Préfet d*alors , tout en approuvaat 
récrit , comme particulier , désirait , comme agent d'un ministère ombra* 
gcux , que j*y fisse diverses modifications et suppressions ; mais , comme elles 
auraient dû porter sur les points de doctrines auxquels je tenais le plus , je 
préférai retirer le manuscrit que de le faire paraître ainsi mutilé et défi- 
curé. Je le donne aujourd'hui tel qu'il était alors, en rejetant dans des nq* 
tes ce que j'ai cru devoir y ajouter postérieurement* . 

Tom, XX f f /!.• 7, 1.^^ janvier i83i. 2S 
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rcur cl l'ignorance des saiius doclrîncs , en quelque malîerc que 
ce soil « oui toujours de honteux en elles-mêmes , il n'arri%'e que 
trop souvent que les gouvernemens même les plus éclairés sur 
les vévîYables intérêts du public , ne peuvent tenter tout le bien 
qu'ils désireraient, par l'obligation où il se trouvent de respecter 
ou du moins de ne pas heurter trop brusquement des opinions 
qu'ils savent d'ailleurs fort bien n'avoir aucun fondement solide, 
mais auxquelles le désir de conserver la paix, publique n'exige 
pas moins qu'on sacrifie ; tant il est vrai qu'instruire les hommes 
c'est en mê^iie temps les rendre plus facilement gouvernables. 

Je supposerai , en premier lieu , que , par quelque cause que 
ce puisse être , un homme se trouve contraint de passer ses jours 
dans un isolement absolu de ses semblables , et dans l'impossibi- 
lilé d'entretenir aucune relation avec eux. Indépendamment de 
tout ce que cette situation aurait d'affligeant , sous le point de 
vue moral , on conçoit que l'existence d'un tel homme ne pour- 
rait être que trcs-misérable. Nous ne Lisons vile et bien , en ef- 
fet , que ce dont nous faisons notre occupation unique et habi- 
tuelle ; d'où l'on peut voir à quel point devrait être mal nourri , 
mal^vêtu , mal défendu contre l'inclémence des saisons cl les at- 
taques des animaux, mal pourvu enfin des choses les plusnéces- 
sah-es , celui qui « pour satisfaire ses besoins divers , serait sans 
cesse obligé d exercer tour à tour les professions les plus dispara- 
tes , sans avoir le loisir de se perfectionner dans aucune d^elles'l 

Donnons , au contraire , à cet homme une famille ; et , bien 
qu'alors les besoins croissent dans une proportion exacte avec le 
nombre des individus qui pourront y pourvoir , sa situation ne s*eu 
trouvera pas moins améliorée d'une manière très-notable. Le soin 
de pourvoir à ces besoins divers pourra dès lors , en effet , être 
réparti entre les membres de la pclîte colonie , en raison de la 
diversité de leurs forces , de leur iiilelligence ou même simple- 
ment de leurs incHnatiuus, Ainsi , tandis que l'un des fils se dé- 
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Touera tout entier à la chasse , un autre s*occupera eicclusivcmcnt 
de la pêche ; celuî-cl se consacrera a Téducation des troupeaux ; 
celuî-là à la culture des terres ; un cinquième à Venirelicn de 
1 habitation commune et de son mobilier, et ainsi des autres. La 
mère et ses filles , de leur côté , prendront soin de filer et de tis- 
ser la toison des brebis ou les fibres des plantes , de les façon- 
ner en divers vétcmens appropries à la variété des saisons ; elles 
prépareront à tous les alimens nécessaires à leur subsistance ; tan- 
dis que le chef de la famille pourra réserver , pour sa part de 
soins , la police , la direction et la surveiUjance générale de tous 
les travaux. Les occupations de chaque individu se trouvant ainsi 
circonscrites dans des limites assez étroites , il arrivera que bien- 
tôt l'observation , Texpéricnce et la réflexion suggéreront aux uns 
comme aux autres les moyens de faire , à la fois , mieux et plus 
promptement. L'exigence sur ce point croissant sans cesse , en 
proportion de la perfection , de l'abondance et de la prompte con- 
fection des produits , le goût et Tesprit d'invention se dévelop- 
peront par degrés , et bientôt cette société naissante pourra con- 
naître Taisance , le luxe et même le loisir. 

C'est ainsi qu'a pu être très-naturellement révélé à l'homme un 
de$ secrets de l'art social les plus féconds en précieuses consé- 
quences : je veux dire le principe de la dii^ision du travail qui , 
dans nos sociétés modernes , a reçu un développement si général 
et si étendu. Si présentement on nous offre chaque jour , dans 
nos rues et sur nos places , quarante épitigles pour un sous (*) , 
c'est parce qu'une épingle , avant d'être livrée au public , passe 
tour à tour dans les mains de treize ouvriers. Un ouvrier qui of- 
frirait de fabriquer , à lui seul, une épingle pour quarante sous ^ 



(^) Au moment où Récrivais ceci , on colporteur parcourait tous les jonr^^ 
les rues de Montpellier , en annonçant par ce cri le genre de soa négoce. 
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fcruit pcut-éire un mauvais marche ; car , sans même parler dv^ 
la prcparalion des matières premières, il pourrait fort bien y em- 
ployer plus d'une demi-journée ; et la journée d*un ouvrier fani. 
soit peu habile et intelligent vaut bien au moins quatre francs. 

Faisons présentement sortir la petite famille de son isolement , 
comme nous en avions fait tout à Theure sortir Tindividu. Etablis^: 
sons autour d'elle d*aulres familles , en plus ou moins grand nom* 
brc. On conçoit que dès lors le principe de la division du tra- 
vail pourra recevoir une nouvelle extension. Nous avions , il n'y 
a qu'un instant, des individus chasseurs, pécheurs , pasteurs ,: 
agriculteurs, etc.; mais présentement ces différentes professionst 
pourront être réparties entre les diverses familles qui , à* leur tour , 
répartiront entre les individus dont elles seront composées les di-». 
verses sortes de travaux que l'exercice de chacune de ces profes- 
sions pourra réclamer. Ainsi , par exemple , dans la famille des 
chasseurs , les uns fabriqueront des arcs et des flèches*, et les 
autres des filets et des pièges ; ceux-ci dresseront des chiens oa^ 
des oiseaux de proie ; ceux-là dépouilleront le gibier et en prépaie 
Feront les chairs de manière à pouvoir les conserver saines pcn« 
dant un temps' plus ou moins long ; et la répartition des occupations 
diverses se fera d'une manière analogue , dans les autres familles » 
pour l'avantage général de la petite république. 

Mais un tel état de choses exige impérieusement qu'un autre 
principe vienne se combiner avec celui de la division du travail. 
Si, en effet, chaque famille prétendait demeurer seule propriétaire 
de la totalité des fruits de son industrie et de ses conquêtes sur 
la nature; des travaux ainsi restreints à un seul objet les met- 
traient toutes dans une excessive abondance de certaines choses 
et d;ins le dénuement le plus absolu de toutes les autres ; elles 
auraient toutes du superflu et toutes,, en même temps, se trour 
vcraicnt privées des choses les plus nécessaires. Il faudra donc , 
si chacun veut jouir du fruit des travaux de tous , que tous aient 
recours aux échanges ; et c'est , en effet , Texpéxlient auquel elles 
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ne manqueront pas de songer. C*est ainsi que le commerce ,.Ies ren- 
dant nécessaires les uns aux autres , en même temps qij'il ré« 
pandra un bien-être général « établira entre elles un cortact jour- 
nalier , des relations de bon voisinage qui embelliront leur exis- 
tence morale , en leur faisant goûter le cbarme de la sociabilité. 
Heureux si Tcxigence des forts et l!astuce des faibles , ne vient 
pas bientôt troubler Cette précieuse barmonie , et faire sentir im^ 
péfiicusement à tous le besoin d*une force réprimante (^)« 
'* Ce que sont entre elles des familles voisines , les nations le sont- 
plus en grand ; mais , avec celte différence notable que ce qui 
peut fort bien n'être que pure convenance pour celles-là devient 
souvent- nécessité rigoureuse pour celles-ci , placées comme elles 
le sont sur des territoires très-divers , dont la variété doit entrais 
ner forcément celle de leurs occupations. Parmi les diverses con«. 
trées habitées de notre globe , il en est , en. effet , qui. ne sont 
propres seulement qu*.au labourage ou au pâturage , d'autres ii . la: 
culture de la vigne « de Tolivier ou du .mûrier ; là ce sont d'im-. 
menses forêts , séjour d'animaux que la chasse fiit tomber au pou-*; 
voir de Tbomme;. ici ce sont des lacs et des étangs qui ne saur» 
raient lui permettre que l'exercice de la pêche ; ailleurs c'est un 
sol rebelle à tous les genres de cultures ^ mais duquel on peut 
extraire des minéraux plus ou moins précieux. Il est enfin des 
populations nombreuses disséminées sur un territoire absolument 
improductif, et alors , ou bien elles se répandent sur les autres 
territoires pour y échanger leur travail contre les choses nécessai- 
res à leur subsistance , ou bien elles appliquent leur industrie ^ 
sans se déplacer , aux produits bruts des contrées voisines qu'elles 



'.. (•) Je ne parle ici qac d'échange d'objets matériels , afin de ne pis com- 
pliquer la question ; mais oir sent assez qu'on peut aussi échanger des ser- 
vices contre des denrées , ouméuifi des services contre d'autres services 4' uqe 

salure- dUTcreute. , ■ ■ 
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rendent propres à une multitude d'usages divers; de sorte que la 
condition de I^homme sur la terre serait des plus déplorable sans 
le commerce qui , établissant entre les diverses nations des rela- 
tions également avantageuses à toutes , devient à la fois la cause 
et la condition de la perpétuité de leur séjour dans les lieux où 
elles se trouvent établies (*). 

Dans les premiers âges de la civilisation , où le manque de gran- 
des routes , de moyens commodes et prompts de correspondanlfttl 
et de transport , de police et de force publique , rendaient }e^ 
relations dépeuple à peuple également rares et périlleuses, il de- 
vait être d'ordinaire assez diflicile à ceux qui possédaient du su- 
perflu , dans certain genre , de découvrir en quelles contrées ils 
pourraient en faire un échange avantageux contre les objets dont 
ils se trouvaient dépourvus ; il pouvait se faire dailleurs qu'ils 
ne rencontrassent que dans des localités assez distantes entre elles 
et à se défaire de tout ce qu'ils avaient de trop , et à se pourvoir 
de tout ce qui leur manquait ; ce qui aurait nécessité des dépla- 
cemens continuels , extrêmement pénibles , surtout lorsqu'il aurait 
fallu traverser des contrées tout à fait désertes , n'offrant aucune 
ressource pour la subsistance des voyageurs ni aucune garantie 
pour leur sûreté. Ce qu'on trouva de mieux poui* atténuer ces 
divers inconvéniens fut de convenir de certains lieux où , à des 
époques déterminées, on se rendrait déboutes parts pour y con- 
sommer toutes sortes d*échanges. Telle est l'origine , très-natu- 
relle , de ces grandes foires , de ' tous temps si célèbres dans l'O- 
rient , et dont lïnstitution , entre autres avantages , procurait à ceux 
qui les fréquentaient, la faculté de voyager en troupe , et couse- 



(*) Ccst donc , en général, entendre mal ^t% intérêts que de TOoloir for^- 
cer le sol pour en tirer des produits qui ne lui sont pas propres, et qu*OD 
obtiendrait avec avantage en échange des choses qu*il est nalurcllement dis^ 
posé à produire en abondance. 
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quemmcnt avec plus de sécurité. Ces institutions ont été très-uti-^ 
les à Tépoque qui les a tu naître ; peut-être même leur existence 
est-elle encore nécessaire dans certaines contrées ; mais elles n*en 
sont pas moins Tindice d^une civilisation très-imparfaite. En An* 
glelerre et en Hollande il n'y a point de foires, parce que le com- 
merce y est toujours et partout également florissant ; et , si Ton 
en rencontre encore dans quelques contrées de l'Europe , elles ne 
s'y maintiennent plus que par rcffet d'une longue babiJude ; leur 
importance y va sans cesse en déclinant , et , plutôt ou plus tard ;, 
elles doivent infaillement disparaître. 

Dans l'origine des foires , il est probable que cbacun y trans- 
portait lui-mcme les objets qu'il avait dessein d'y échanger; mais | 
comme de fréqucns déplacemens devenaient trop onéreux et in- 
commodes, on peut conjecturer que , peu a- peu, les hommes les 
plus actifs , les plus inlelligens et les plus intrépides se seront of- 
ferts, moyennant la cession d'une certaine portion des objets échan-» 
geables , d'y consommer des échanges pour leurs voisins , comme 
pour eux-mêmes. Ce service, également profitable à ceux qui le 
recevaient et à ceux qui le rendaient , sera devenu peu à peu une 
profession distincte de celles de chasseur , de pécheur , de pas- 
teur , d'agriculteur et de fabricant ; il se sera formé une classe 
d'hommes qui , n'ayant eux-mêmes rien à échanger , se seront 
chargés de consommer les échanges de toutes les autres classes , 
et telle peul êire l'origine de la classe des courtiers , inlermédiai- 
res utiles entre les producteurs de toutes les contrées. On aura 
remarqué plus lard que , dans l'intervalle d'une foire à la sui- 
vante , on pouvait désirer de satisfaire , par des échanges, à des 
besoins divers qu'on n'avait pas su ou qu'on n'avait pas pu pré- 
voir à l'avance; ceux qui , les premiers , auront fut cette remar- 
que auront imaginé de rapporter des foires des objets propres à 
satisfaire ces besoins, de les emmagasiner pour les livrer ensuite , 
avec bénétice , à mesure des demandes. Ainsi se sera formée Iji 
classe des marchands , dont l'existence aura rendu la prévoyance 
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ci les dcplacemcns des autres citoyens de moins en moins né- 
cessaires* 

Il est essentiel de remarquer , avant d'aller plus avant , que ^ 
dans les diverses transactions entre les producteurs de toutes sor- 
tes , les échanges entre les objets de même dénomination ne pou* 
valent ni ne devaient constamment se faire dans les mêmes pro«- 
portions , mais tantôt à l'avantage d'une denrée et tantôt a Tavan^- 
tage dune autre ; car , indépendamment de la plus ou moins bonne 
qualité , qui peut ùxve plus ou moins reclicrcher une même den- 
rée , on conçoit facilement que si , sur un même marché , le blé 
est tellement abondant qu'il ne soit pas certain que la totalité 
puisse en être échangée , et le vin tellement rare qu'il ne puisse 
satisfaire à toutes les demandes , les possesseurs de blé , dans la 
crainte de ne pas se défaire de leur denrée , feront , à l'envie , 
des offres séduisantes aux possesseurs de vin qui , de leur côté , 
se trouvant assaillis par la multitude toujours croissante des de- 
mandeurs , profiteront de la concurrence pour élever de plus en 
plus leurs prétentions dans les conditions d'échange. Il faudra 
donc se résigner à donner beaucoup de blé pour avoir un peu 
de vin r ce sera le contraire si , à l'inverse , le blé est^ rare et 
le vin abondant (*). 

Le rapport de valeur des choses échangeables est donc de na- 
ture à varier sans cesse , suivant leur plus ou moins grande aboo- 
dance ou rareté relative ; il varie aussi , à abondance relative 
égale , suivant que les demandes sont plus ou moins nombreuses; 
et l'on conçoit que , pour des objets qui ne sont pas d'une né- 



fe<*ia«MlhMfti 



(^) Il ne faut pas perdre de vue qu*il doit en être exactement de même 
dans les conditions d^échange des denrées contre des services ou des ser- 
vices contre d'autres services ; et voilà pourquoi , par exemple , les médc-" 
cins ne s'établissent pas très-volontiers en grand nombre dans on climat trèt- 
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cessi(d indispensable , et , «^ plus forte raison , pour des objets aux- 
quels Topinion et la mode donnent seuls de la vogue , le nom- 
bre des demandes peut , dcpoque à autre , éprouver d'excessives 
variations. Par. exemple, i une certaine époque , bien qu'il y eût, 
dans les n>agasins de nos marchands , un assez bon nombre de 
kaléidoscopes , la multitude des demandes leur avait fait acqué- 
rir une assez grande valeur. Aujourd'hui , au contraire , que per- 
sonne ne les recherche , n'en restât-il qu'un seul dans le com-^ 
merce , il y serait d'une valeur à peu près nulle. 

La multitude non moins que les oscillations continuelles des rap- 
ports de valeur des choses échangeables a dû bientôt devenir une 
source d'embarras dans les transactions, car, en faisant même 
abstraction de ces oscillations , il y a , par exemple , près de cinq' 
mille manières de comparer cent objets deux à deux , et le nom- 
bre des espèces de choses échangeables s'élève bien au-delà de 
cent. Mais il s'ofirait , pour amoindrir cette difficulté , un moyen 
tout à fait analogue à celui dont nous faisons journellement usage 
dans la comparaison des longueurs , des temps , des poids , eic^ 
Il consistait à comparer seulement tous les objets échangeables à 
un seul d'entre eux , choisi arbitrairement pour cette destination. 
Supposons, par exemple, que cet objet soit le sel. Du moment 
qu'on saura ^ue, dans les échanges , cent mesures de sel repré- 
sentent également vingt-cinq mesures de blé et douze mesures de 
vin n on saura , par là même , que ces deux quantités de blé et 
de vin sont équivalentes , et peuvent devenir ainsi le sujet d'une 
échange immédiat. De cette sorte , il n'y aura pas plus de rap- 
ports à étudier et à retenir dans sa mémoire que de choses échan- 
geables , ce qui est incomparablement plus simple. 

Voilà donc encore un pas de plus dans la voie des transactions 
faciles; et ce pas n'a pas tardé beaucoup à être suivi d'un autre 
bien plus digne de remarque. Dès qu'en effet l'on aura pris le 
parti d'évaluer toutes les denrées en mesures de l'une d'elles , Ti- 
dée de recevoir celle-ci cqmme objet d'échange coBtre les autres , 
Tom. XXI 26 
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dans le cas milmc où celui qui Tacccpleraît n'en aurait aucun be- 
soin pour son usage, et ne consentirait à la' recevoir que dam 
l'espoir de l'échanger ensuite contre d'autres objets plus à sa' con- 
venance ; celle idée , dîs-jc , n'a pas dû larder à cclore. Celle 
nouvelle manière de procéder dans les échanges , offre , en effet , 
des avantages faciles à saisir. J'ai aujourd'hui une surabondance de 
blé , qtie je désire échanger contre diverses autres denrées , mais 
on ne m'offre présentement que du sel dont je n'ai nul besoin ; 
je l'accepte néanmoins » et mes voisins qui en sont dépourvus « et 
qui apprennent que j'en possède bien au-delà de ce que je puis* en 
consommer, viennent d'eux-mêmes m'offrir d'en échanger des por- 
tions plus ou moins notables contre ces mêmes objets que j'avais 
le dessein d'acquérir , et que peut-être }e n'aurais pu échanger 
directement contre mon blé que par beaucoup de soins et de dé- 
placemens. 

Tant qu'on n'avait compare tous les objets échangeables à un 
seul d'entre eux que d'une manière purement fictive , et seulement 
dans la vue de rendre moins nombreux les rapports à étudier pour 
se mettre en état de consommer facilement toutes sbrtes d'échan- 
gcs, ce terme de comparaison pouvait, sans inconvénient, être 
quelconque , et l'on pourrait indifféremment tout exprimer en me- 
sures de terre , de vin , d'huile ou de blé , en bi/oux , en fruits, 
en têles de bétails, tout aussi bien qu'en mesures de sel. Maisil 
D€ pouvait plus en être de même du moment que Ton consen* 
tait à accepter , en échange de toutes les autres , la chose à la- 
quelle on les comparait toutes ; le choix de cet intermédiaire ces- 
sait dès lors d'être indifférent. 

On sent d'abord , en effet , que l'exclusion devait être donnée 
à toutes les choses non transportablcs et non emmagasinâmes , 
c'est-à-dire , aux immeubles; elle devait l'être également à tou- 
tes les choses qui , comme les kaléidoscopes , dont nous parlions 
tout à l'heure , n'ont qu'une valeur d'opinion et de mode qui 
peut , du jour au lendemain , se troaver presque totalement anéaa- 
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lie. Le sel , que nous avons <]'aborcl pris pour exemple , aurait 
bien élé exempt de ces inconvéuîens , mais , comparé à un grand 
nombre d'objeU d'écbangc , il ne peut les équivaloir qu'en très- 
grande masse ; et voilà ,dès lors des frais de transport , d*emma- 
gasinement. et de surveillance très-onéreux pour les contractans. 
Il est en Europe tels particuliers a qui une de nos vastes capi- 
tales suffirait à peine pour réceler sa fortune , s'il lui prenait I4 
fantaisie de la convertir toute en sel. 

Le vin , bien que généralement d'une valeur beaucoup plus 
grande , à virfume égal , conviendrait peut être moins encore. Sa 
qualité peut varier , en effet , suivant le territoire et Tannée où 
il est recueilli, et suivant les* procédés de fabrication. Sa conser- 
vation exige d'ailleurs quelques soins ; et , s'il gagne d'ordinaire 
en qualité avec le temps « il arrive aussi parfois que le temps le 
détériore. Les mêmes considérations sont plus ou moins applica- 
bles à rbuile 9 au blé et à la plupart des fruits de la terre qui , 
dans diverses contrées , ont été ou ont pu être tour à tour em- 
ployés comme mesure commune dans les échanges. 

Quant aux pièces de bétail , outre qu'elles peuvent varier de 
valeur d'une manière assez notable, dans la même espèce, d'in- 
dividu à. individu ; outre que, pour les conserver, il faut les 
nourrir, et qu'elles sont sujettes aux maladies et à la mort ; que 
voudrait-on que fit le propriétaire d'un bœuf qui voudrait se pro- 
curer du blé ou du vin , pour la. moitié seulement de sa valeur ? 
Les mêmes motifs d'exclusion, existent à l'égard des meubles , des 
vêtemens , des pierres précieuses et généralement de tous les ob- 
jets qui ne sauraient être fractionnés sans perte. Sous ce rapport., 
le vin et le sel seraient de beaucoup préférables. 

Nous voilà donc, par ces considérations, amenés à reconnaître 
que le meilleur intermédiaire dans les transactions , que la chose 
que l'on peut le plus volontiers se déterminer à accepter en échange 
de toutes les autres, doit être un objet d'un facile transport, que 
le temps ne puisse altérer , et dont la conservation u'exige aucun 
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soin ; un objet qui soit toujours identique avec lui-même , en quel- 
que lieu ci à quelque époque qu il ait élc recueilli ; et qui sous 
un volume médiocre , présente , indépendamment des caprices de 
la mode , une valeur assez considérable , dérivant uniquemmcnl 
de sa nature cl des services qu'on en peut tirer ; un objet enfin 
qui Y ne perdant rien de sa valeur par un fractionnement illi- 
mité , puisse se prêter aux échanges même les plus minimes. A 
tous ces divers caractères , le lecteur a déjà dû reconnaître lea 
métaux , et surtout les métaux précieux ; aussi sont-ce eux en ef- 
fet que , sans aucun concert , les nations ont fini par destiner 
unanimement à cet usage , parce qu'ils réunissent à un degré 
éniinent et réunissent seuls toutes tes conditions nécessaires pour 
le bien remplir. Si les gouvernemens sont ensuite intervenus dans 
cette sorte de convention tacite , c'a été seulement pour en régler 
l'exécution et empêcher les abus ; et nous allons voir bientôt que , 
si leur intervention a pu âtre quelquefois désastreuse , elle n'a 
pas été non plus sans quelque utilité. 

Les métaux ont d'abord été simplement donnés et reçus en lin- 
gots informes ; et c'est ainsi , en particulier, qu'ils circulaient à 
Rome , sous les premiers rois. Mais alors , à chaque échange , 
il devenait nécessaire d'être pourvu dinstrumens divers , propres 
à constater la pureté du lingot , a le fractionner en proportion de 
la valeur de l'objet qu'on voulait acquérir et à s'assurer du poids 
de SCS fragmens ; toutes opérations qui exigent une habitude et 
des connaissances que tout le monde ne saurait également possé- 
der , et dont l'exécution pouvait d'ailleurs entraîner une perle de 
temps et même un déchet plus ou moins préjudiciables aux cou-* 
tractans. 

Un moyen de parer à tous ces embarras s'offrait , pour ainsi 
dire de lui-même , et on ne dut pas tarder d'y recourir. Il suf* 
fisait , en effet , qu'il s'élevât une classe particulière d'artistes qui , 
dans la vue d'un bénéfice convenable , se chargeassent à la fois 
du Mia de vérifier le degré de pureté des lingqts , de les divî-^ 
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Èev en fragmens de dimensions diverses , mais tellement invaria* 
blés dans leur forme et dans leur poids que la plus légère sous« 
traction de maûore pût facilement être reconnue à rœil » et que 
appliquassent ensuite sur chaque fragment une empreinte qui ea 
garantît le titre et le poids. C'est sous cette forme commode que 
les métaux ont reçu le nom de monnaies , d'espèces ou de nume'^ 
raire métallique , et qu*ils circulent aujourd'hui par toute la terre 
pour servir d'intermédiaire dans tous les contrats, 

La conversion des métaux en monnaies est une industrie qu'on 
aurait fort bien pu abandonner 9 comme tant d'autres , aux combi- 
naisons de rintérét particulier. Il est seulement présumable qu*alors 
on aurait vu , dans nos marchés , des pièces de monnaie qui , 
sous la même dénomination , auraient été plus ou moins estimées 
et recherchées , suivant la marque du fabricant , comme il ar- 
rive journellement pour tant d'autres productions de Tindustric. Il 
aurait pu se faire aussi que certains fabricans , mal famés , eus- 
sent frauduleusement couvert leur mauvaise monnaie de la mar^ 
que de quelqu'un de leurs confrères , mieux qu'eux en possession 
de la confiance du public ; c*esl encore là ce que nous voyons 
arriver dans d'autres genres de fabrication ; et les tribunaux au- 
raient eu à faire justice des uns comme des autres. Afin donc 
d'empêcher la confusion et les mécomptes journaliers qu'aurait en- 
traîné un tel état de choses , les gouvernemens ont cru devoir 
se réserver le monopole de cette branche d'orfèvrerie , et en cela 
ils ont fait , sans doute , une chose utile. A la vérité , ils ont 
autrefois bien honteusement abusé de ce monopole ; mais l'état^ 
présent des lumières et de la morale publique nous garantit suf- 
fisamment pour l'avenir contre le retour de ces fraudes, non moins 
préjudiciables , au surplus , à l'autoriié qui ne rougirait pas de 
s*en souiller , qu'elles pourraient l'être a ses victimes. Outre la sé- 
curité plus grande que peut inspirer la fabrication des monnaies 
mise entre les mains des gouvernemens , le public y trouve en-; 
core un autre avantage. Cette fabrication .^ en effet , .est ua tra-. 
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vail qui cutrainc des frais cl vaut conscqucmmcnt un salaire ; 
or , les goiivcrneincns , qui font beaucoup plus en grand que ne 
pourraieiii le faire des particuliers , font par là xûécne plus éco-r 
no!ui.|uement , et peuvent ainsi livrer celte façon à meilleur compte. 

Il faut bien remarquer, en effet, que, de même qu^une masse 
d^argent façonnée en vaisselle vaut plus que la même masse en lingot, 
à raison du service qu'on retire de la vaisselle, et que le lingot 
ne saurait rendre ; pareillement une masse d'argent façonnée en 
ccus doit valoir plus que la. même masse brute, et cela à rai- 
son de l'usage dont cette façon le rend susceptible. Le métal ainsi 
modifié a , dans les transactions , une valeur qu'il n'est pas ptus 
au pouvoir des gouv.ernemens d'accroître que de diminuer.' Qu'ila 
fassent leur monnaie plus forte ou plus faible , qu'ils y introdui- 
sent de l'alliage , dans une proportion plus ou moins considérable , 
qu'ils lui donnnent enfin quelle dénomination il leur plaira , peu 
importe , les particuliers sauront toujours bieu s'arranger en con- 
séquence dans leurs transactions. A la vérité , les gouvernemen» 
pourraient bien statuer que , dans les marcbés , on donnera telle 
quantité de chaque denrée en échange de tel ou tel nombre d'écus ; 
et de telles folies ne sont même pas sans exemples. Mais si une 
fois on s'engage dans cette voie périlleuse , il' faudra aussi , pour être 
conséquent , rendre les échanges obligatoires , car autrement ils 
n'auraient pas lieu ; et , pour maintenir une telle législation , il 
faudra régner par le sabre , comme à Constantinople , ou bien 
par les échafauds , comme nous l'avons vu à une époque de trop 
douloureuse mémoire. 

Comme une purification complète des métaux, en même temps 
qu'elle serait longue et coûteuse , les rendrait trop mous , et par 
suite trop faciles à entamer par le choc ou le frottement , on 
est généralement convenu de tolérer , dans ceux qui doivent être 
convertis en monnaie, l'alliage, en quantité déterminée , de mé* 
taux d'une qualité inférieure. En France , par exemple , la mon- 
naie d'argent doit contenir un dixième de son poids d' alliage. «• 
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ni plas ni moins ; et cinq grammes pesant d*une telle combinai- 
son sont ce qu'on est convenu d'appeler un franc* On aurait pu 
aussi bien lui donner tout autre dénomination , ou encore don* 
nér celle-là à une masse plus ou moins considérable du même 
alliage , ou même de tout autre métal \ il en serait seulement 
résulté qu'en échange de ce qu'alors on aurait appelé franc, on 
aurait obtenu des choses consommables en quantité supérieure ou 
inférieure. 

Lorsqu'H se fait un échange de denrées ou autres objets quel- 
conques, sans en' excepter même les métaux en lingots, contre 
des métaux monnayés , il est d'usage d'appeler vendeur celui qui 
livre ces divers objets ; tandis que son co-contractant , je veux 
dire celui qui livre les écus , est appelé acheteur ; et la monnaie 
livrée par ce dernier est dite le prix ou la valeur vénale des ob- 
jets cédés par l'autre. Aujourd'hui , le temps et l'intelligence des 
ouvriers , comme les matières premières auxquelles ils appliquent 
leur industrie , les plus nobles conceptions de la pensée comme 
les services les plus abjects ; la vertu même , tout s'estime à prix 
d'argent; il n'y a de différence que du plus au moins (*). 

(*) Les moralistes peuvent déclamer tant qu'il leur plaira sur ce sujet , dé- 
biter A^% lieux communs et citer les Grecs et les Romains , il n*en demeu- 
rera pas moins manifeste qu*élre bien vêtu , bien logé , bien nourri , que 
pouvoir voyager commodément pour son instruction et pour celle d*autrui ,' 
que pouvoir rassembler autour de soi de belles et riches coIlection9 scienti- 
fiques et lîllérair.s , que pouvoir enfin soulager les misères qui nous sont ré- 
vélées , fonder àt^ écoles , des établissemens de bienfaisance , etc. , sont 
des jouissances trcs-réellcs ; que ces jouissances ne peuvent être obtenues 
q^u'au prix de beaucoup d*argent , et que conséquemmcnt ce n'est pas récom- 
penser celui qui a rendu de grands services à ses semblables d*une manière 
dont il ait à rougir que de lui mettre en mains Tinstrument à Taide duquel 
on se procure tous ces divers avantages. S'il est quelque chose de déplora^ 
blo et de vraiment immoral , c'est seulement Festime egiclusive que la so« 
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Maïs il importe de remarquer qu il n'est pas au pouvoir des 
iQols de changer l'essence des choses , que tout est toujours ëgal 
de part et d'autre dans un échange dont la nature ne saurait 
conscqucmment dépendre de celle de Tun des objets échangés. 
Lorsque,- par exemple , je vends du blé en ccus , et qu'ensuite 
avec mes écus j'achète du vin , je consomme tour à tour deux 
échange , tout comme si j'avais d'abord échangé mon blé con- 
tre de l'huile, et. celle-ci ensuite contre du vin; car , que l'in-. 
tet'médiaire soit écus ou huile , le résultat final est exactement le 
même dans les deux cas. Lors donc qu'un consommateur échange 
se» écus contre le pain d'un boulanger , au lieu de dire que ce 
boulanger vend son pain , que le consommateur l'achète et que 
les écus qu'il livre en sont le prix , on serait tout aussi fondé à 
dire que ce dernier vend ses écus au premier , qui les achète au 
prix du pain qu'il lui livre; c'est même là une. chose qu'il ne 
faut pas perdre un seul instant de vue , quand on veut raison- 
ner sainement sur ces matières. 

. Or , nous avons obseri^é plus haut que les échanges entre les 
mêmes objets se faisaient , d'époque à autre , dans des propor-, 
tions très-variables , et qu'on ne donnait qu'une petite quantité 
d'une matière rare et recherchée , en échi^nge d'une grande quan- 
tité d'une autre matière plus abondante et moins demandée ; il 
devra donc en être encore de même lorsqu'un des objets d'échange 
sev:^ du numéraire métallique. Lorsqu'il en faudra donner beau- 
coup pour obtenir une petite quantité des autres objets échan- 
geables , au lieu de dire , comme on a coutume de le faire , que 
les denrées sont chères , on sera tout aussi fondé à dire que l'ar- 
gent est à bas prix. On pourra dire , a l'inverse , que l'argent 

cîelif accorde aux possc<seurs d*argent , uniquement parce qu'ils ont de l'ar- 
gent , et sans aucun égard aux moyens plus ou moins konoêles à l'aide des-*" 
quels ils l'ont acquis. 



COMME MONNAIES. io5 

e&l cher, dans les circonstances où. Ton a coutame de dire que 
la vie est à bon compte. 

Ce qu'on appelle proprement le prix des denrées est donc de 
Balure à varier sans cesse , et on en peut dire autant du prix 
du travail. Ce peut être là une chose fort incommode ; mais si 
c^cst .un mal , il est tout à fait irrémédiable ; et même lea pallia- 
tifs qu'on tenterait imprudemment de lui appliquer ne feraient , 
le plus souvent , que le rendre plus grave encore (*)• Je sais 
bien que , dans beaucoup d'endroits , Tadministralion Gxe le prix 
du pain , et même quelquefois celui de la viande {**) ; mais 
c'est là un soin qui me paraît tout à fait superflu , et dont elle 
pourrait fort bien se délivrer , si l'instruction était plus généra- 
lement répandue parmi la multitude. Bien que , pour beaucoup 
de raisons , )e ne voulusse pas le conseiller , je concevrais fort 
bien que , dans la vue de maintenir le pain en tous temps à un 
prix moyen uniforme , et de compenser ses perles dans les temps 
de disette, par ses bénéfices dans des temps plus prospères, un gou^ 
vernement se réservât le monopole de la fabrication du pain , 
comme le nôtre, pour d'autres motifs , exerce celui de la fabri- 
cation du tabac ; mais une prétendue taxe qu'on est obligé de va- 



' (^ On se plaint , dans la plupart de nos dëpartemens méridionaux , de 
I-excessive thérte' du bois de chauffage ; niais moi , consommateur non sus- 
pect , j'oserai dire que le prix n*en est point assez e'icvé. De toutes les me- 
sures contre les défrichemens , la seule vraiment eflicace , serait qu*on s*ac- 
coatumlt à payer le bois à tel prix qu*à égalité' de surface , une forât ne 
rendit pas moins à son propriétaire qu'une vigne ou une terre à blé. , 

(^) Précisément â Vépoque où j'écrivais ceci , M. le Maire de MontpeU 
lier , à très-bonne intention sans doute , essayait de taxer la viande à Tins^ 
tar du pain. Les consommateurs xomprirent aussitôt que dès lors il ne leur 
serait plus possible d'avoir , à volonté , des morceaux de choix ; ils offrirent 
eux-mâmes aux bouchers de n^avoir aucun égard à la taxe ; et la mesure 
tomba ainsi presque complètement dès sa naissance* 

Tom. XXI . 27 
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rîér sans cesse suivant le prix du blé , et qui n'empéclie pas le- 
peuple de payer quelquelois le pain fort cher , est un véritable 
enfantillage. Sans doute Tautôrité doit veiller soigneusement à ce 
que la nourriture du peuple soit saine , et à ce qu'on ne le trompe' 
pas plus sur la quantité que sur la qualité; elle doit, dans les 
temps de disette', favoriser les arrivages par toutes sortes de moyens ; 
mais là , ce me semble, devrait se borner son action; et elle 
pourrait se reposer avec confiance de tout le reste sur la concur- 
rence et rinlérêt particulier. 11 est même présumable qu'alors le 
pain en deviendrait généralement à meilleur compte. On n'a ja- 
mais songé à taxer les glaces ni les sucreries ; et aujourd'hui on 
vient offrir dans nos rues, aux dernières classes du peuple, et 
pour le plus vil prix , des sucreries et des glaces. Les coalitions 
de boulangers sont-elles donc plus à redouter que celles des li- 
monadiers et des confiseurs , incomparablement moins nombreux P 
Ces coalitions seront à peu près impossibles , tout aussi long~temp& 
qu'on ne songera pas à enrégimenter de nouveau les diverses pro- 
fessions y comme elles Tétaient dans un temps çers lequel on ten- 
terait en vain de nous faire rétrograder (*). 

J'ai dit que la fluctuation continuelle du prix des diverses den- 
rées était un inconvénient auquel il fallait se résigner , une néces- 
sité qu'il fallait subir. J'ajouterai que , loi's même que certaines 
denrées sont parvenues à un prix excessif » ce pourrait être quel- 
quefois une véritable duperie de livrer aux indigens , à un prix 



«MM 



(^) Nos Chambres législatives reçoivent chaque année des pe'titions plus 
ou niaiis nombreuses de la part des marchands drapiers contre les tailleurs 
qui ontTaudace de vendre du drap. Un de leurs confrères de Montpellier, 
plus avisé qu^eux , s'est contenté d'annoncer, sur son enseigne , qu*il ven- 
dait des habits tout faits. On pourrait dire aussi à ceux qui pétitionnent 
contre le colportage : Qui vous empêche de vous ùÀre colporteurs ? Ce n'est 
pas sans quelque surprise que Ton voit chaque année le très-libéral M. PétOtt 
je faire le champion de ces illibéraux pétitionnaires. 
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inférieur', celle qu'on aurait en sa possession. Daiis une diselle , 
dont Tépoque n €st pas assez éloignée de nous pour que nous en 
ayons perdu le souvenir , on a vu des propriétaires , plus humains 
que dairvoyans , faire conduire leur blé au marché , pour y être 
vendu au-dessous du cours. Les prétendus indigens qui Tachetaient 
étaient, pour la plupart, les prêle-noms de quelques spéculateurs 
■avides ; et le lendemain le même blé reparaissait sur le marché 
au prix courant. Il est fort beau sans doute d'exercer la bienfai- 
sance ; mais encore faut-il Texercer avec discernement (*). 

Ne perdons pas de vue, au surplus , qu'il s'en faut que le prix 
au. la valeur vénale des choses se règle seulement sur leur plus 
:'ou moins grande utilité ; car , s'il en ainsi , le prix du fer de- 
vrait être supérieur à celui de l'or. Ce n*est point non plus sur 
leur plus ou moins grande abondance relative ; car la platine , plus 
^rare que l'or , est néanmoins d'un prix bien inférieur. Afin donc 
qu'un objet soit d'un prix élevé , il faut » à la fois , qu'il soit très- 
rare et Irès-recherché (**). Ainsi , tandis que , parmi nous , l'eau 



(*) A la même époque , an décret impc'rial e'tablit une sorte de maximum 
sur le blé. Il y avait alors trop de lumières dans le Conseil d*Ëut pour 
qu*une mesure aussi fausse pût y naitre sponianémenl ; mais le maître avait 
peu étudié ces matières , et les rc'sîstances n*auralent fait quMrriter sa vo- 
lonté' de fer. Heureusement la mesure devait cesser au moment de la ré- 
colte , qui n*e'tait pas très-ëloignée. Les Préfets du Gard et de THerault se 
Concertèrent pour faire couper quelque peu de blés encore verts , dans leurs 
dc'parlemens respectifs , qui furent ainsi préserves par l'adresse de leurs ad- 
ministrateurs , de Inapplication du décret. 

(^) Le prix de Tunité de mesure de chaque ctiose paratlrait assez biep 
représenté par une constante multipliant une fraction ayant pour numéra- 
teur la masse des demandes et pour dénominateur la masse disponible. Ainsi 
que cela doit être , le prix serait nul , forsque la chose ne serait point de- 
mandée ; infini, lorsqu'elle manquerait dans la circulation , et indéterminé, 
lorsque , n'existant pas , elle ne serait pas demandée. 

On pourrait aussi exprimer la considération qu'attache le public aux di- 
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csl à peu près sans prix , parce que , bien que tout le inonde 
la recherche , son abondance surpasse de beaucoup le besoin 
qu'on en a , il est probable néanmoins que , dans la nuit qui mit 
fin à la bataille de Pavie , François I.^' aurait payé de beaucoup 
d*or un seul verre d*eau potable ; et si quelquefois nous donnons 
plus à une prima dona qu'à un Maréchal de France , c'est tout 
simplement parce quà Paris beaucoup de gens se plaisent à en* 
tendre bien chanter « et qu'apparemment parmi nous les ex- 
cellentes voix sont beaucoup plus rares que les grands talens mi- 
litaires (*). 

Faute d'avoir suflisamment réfléchi sur toutes ces matières , beau- 
coup de gens se font , au sujet des monnaies , des idées tout à 
fait étranges. Suivant eux le droit de battre monnaie et d'en fixer 
la valeur est la prérogative exclusive du Prince ; cette valeur est 
uniquement Tcfiet de l'empreinte qu'il y fait appliquer ; la mon- 
naie n'est pas même proprement une valeur ^ mais un simple signe 
de valeur ; de telle sorte que la totalité des espèces , circulant dans 
un état, représente aussi la valeur totale des choses commcrçables 
qu'il possède ; d'où il suit qu'un pays est d'autant plus riche qu'il 
possède un plus grand nombre d'écus , et qu'en conséquence un 
gouvernement doit mettre tous ses soins à soutirer ceux de l'é- 
tranger et à empâcher l'exportation des siens. Examinons sommai- 
rement ces diverses assertions. 



vers emplois de la socîe'tc par une constante multipliant une fraction dont 
le numérateur serait le revenu que l'emploi rapporte , et le dcnomiuateùr 
le travail qu'il exige. 

(**) M.™" Saîul Hubcrtî traitant avec Timpcratrlce Catherine , pour âes rc- 
prcscntalions à donner sur le théâtre de Pelrrsbourg » cflcvait ses prcteniîons 
un peu huut. Mais je ne donne quêtant, lui dit Tlmperatrice , à niea Felds- 
Marccliaux ; eh bien , Madame , lui répartit rActrice , faites chanter vos Felds- 
Marechaux. 
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Je crois avoir déjà assez clairement établi que « s'il est boa 
que la fabrication des monnaies soit entre les mains des "gouyer- 
ncmens » le monopole de cette industrie n'est pas plus » au fond , 
la prérogative du Prince que celui de la fabrication du tabac ou 
de tout autre objet échangeable ; que même s'il est commode que 
l^s métaux destinés à circuler comme Intermédiaires dans les échan- 
ges soient façonnés en écus , cela n'est pas néanmoins indispca- 
sable et n'a pas même toujours eu lieu ; que cette façon n^e fait 
simplement qu'ajouter un peu à la valeur intrinsèque du mêlai, 
valeur qui résulte des diverses sortes d'autres services qu'on ea 
peut retirer , et que Tautorilé ne saurait faire varier à son gré.; 
d'où il résulte évidemment que les monnaies ne sont pas simple- 
ment un signe de valeur , mais bien une valeur très-réelle. Ce 
qui est véritablement signe de valeur , ce sont les obligations , Ict* 
très de change, billets de banques et autres papiers négociables 
qui ne ^circulent que sous la garantie de signatures dont la sup- 
pression consommerait leur anéantissement absolu , et qu'on n'ac- 
cepte qu'à raison de la possibilité de les échanger contres les es- 
pèces métalliques qu'ils représentent ; tandis que ces espèces, tout 
comme la vaisselle , lorsqu'elles ont perdu la façon qu'on leur 
avait donnée , peuvent encore être échangées contre des écus. 

Ou insiste néanmoins , et , dans la vue de prouver que le nu- 
méraire métallique n'est qu'un simple signe de valeur , on fait 
observer qu'un homme peut mourir de faim sur des monceaux d'or. 
Mais un homme peut également mourir de faim sur des tonneaux 
de vin , tout comme il peut mourir de soif sur des sacs de blé ; 
et faudra-l-il en conclure que le vin et le blé ne sont également 
que de simples signes de valeurs? La vérité est qu'il li'est rien 
au monde qui ne puisse être réputé signe de tout ce quon peut 
se procurer par son intermédiaire , et que les métaux n'ont rien 
en ceci qui les distingue des autres objets échangeables. 

La plus ou moins grande masse des espèces circulantes ne sau- 
rait donc , pas plus que celle de toutes autres valeurs , décider à 
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« 

elle seule de la richesse d'un état. Celle richesse se compose , 
çn effet , de la lolalité des capitaux que la nalion possède , je 
Yeux dire des terres , des édifices publics et privés , des trou- 
peaux , des insirumcns divers de Tagricullure et de l*industrie , 
des Jenrc-cs , des matières premières ou fabriquées , des collec« 
tions lilléraircs cl scienlifiques, des journées que les ouvriers peu- 
vent fournir , de l'intelligence et de l'activité des citoyens et en- 
fin de la masse des écus qui ne fait d'ordinaire qu'une aaisei fai- 
ble portion de la fortune publique. 

Or f comme tous les objets échangeables ou consommables peu- 
vent être estimés à prix d'argent , il s*ensuit que la richesse d*une 
nation peut toujours cire exprimée en écus ; mais aloi^s cette ri- 
chesse se trouvera exprimée par un nombre d'écus bieù supérieur 
à relui que la nation possédera réellement. Si , par exemple » elfe 
possède un milliard en numéraire , et que toutes ses antres pro- 
priétés puissent être évaluées à vingt^uatre milliards j sa' richesse 
totale sera de vingt-cinq milliards. On voit , d'après cela , qu^one 
nation pourrait posséder peu d'écus , n'en pas même posséder m% 
seul , et être néanmoins incomparablement plus riche qu'une au- 
tre chez laquelle, au coiitraii*e , le numéraire serait très-abon* 
dant (♦). — 

Une nation n'éprouvera donc aucune perle réeHe , sî une por- 
tion de son numéraire s'écoulc pour être remplacée par des va- 



' (^) J^ai coi^nu aufrefois une éame plas qa*aîsëc , habitant une jolie cam- 
pagne , près d*ane grande ville, qui ne mangeait de la TÎande de bouche- 
rie que lorsqu'elle pouvait s* en procurer en échange des lapins ou des- pom- 
les de sa basse-cour ou des pigeons de son colombier. Cette bonne dame 
qui , comme beaucoup d'hommes > croyait que l'argent est la seule richesse , 
se figurait alors que la viande ne lui coûtait rien , parce qu elle ne Tavair 
pas payée en écus* Peut-être aurait-elle trouvé du bénéfice à vendre ses la- 
pins et à acheter ensuite de la viande avec le produit qu'elle en aurait tiré f 
mais son savoir économique n'allait pas jusques-là. 
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leurs .équivalentes ; et il en est exactement ici comoie d*ut) épi^, 
cier qui ne fait aucune difficulté de se dessaisir de ses écus. 
pour s'approvisionner de sucre et de café. On peut juger , d*après 
cette .remarque , les lois prohibitives de Texportation du numé^. 
raire , dont le . moindre inconvénient est d'être à peu près inexé- 
cutables (*)• Lorsque des écus. sortent d'un pays, c'est d'ordi- 
naire pour Y faire entrer d'autres objets équivalens ; c'est même 
très-souvent en échange de matières premières qui , après avoir 
exercé l'industrie de ses citoyens , font rentrer , par leur réexpor* 
ta.tion, , beaucoup plus d'écus que leur introduction n'en avait fait 
sortir. Loin que ces prohibitions soient connues des Hollandais g 
ils fabriquent au contraire de la monnaie pour toute la terre ; 
leurs écus se trouvent. dans toutes les mains; et on ne voit pas. 
qu'ils en soient plus appauvris. 

Il en va tout autrement lorsque le numéraire est exporté pour^ 
solder des subventions de guerre , ou encore par rcffet de l'émi- 
gration des propriétaires qui vendent leurs immeubles et en em- 
portent le prix au dehors. La perte est alors très-réelle , puisque 
rien ne rentre en échange. Je ne prétends pas en conclure qu'on 
ne doive jamais faire la guerre , et encore moins qu'il faille em-< 
prisonner les citoyens derrière leurs frontières» Mais il faut du moins, 
bien songer , avant d'entreprendi*e une guerre , qu'on peut Goa« 
lemeut n'être pas les plus fprts ; et les gouvernemens doivent , 
à. l'envie , s'appliquer à rendre tellement heureux les peuples sou^ 



. (*) Dftf» Y été ée i8o3 y je me troavab , faate de voiture , arrêté à Mayence ,' 
où ne connaissant personne , f allais plusieurs fois le jour promener de 
Vautre côté du Rhin. Il me fallait chaque fois déposer au bureau des 
douanes les quelques écus que j^avais sur moi. Dans une de ces prome- 
nades , je trouvai, sur le pont, le domestique de Thotel où j*étais logé, 
les poches pleines d*or qu'il transportait de Tautre côté. Comme il était en 
veste et pue-téte , les commis étaient tout à fait sans défiance sur son 
coi9pte. 
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mis à leur dbminaliou , que peu de getis soient tentés d'aller se 
fixer sous un cîcl étranger à celui qui les a vu naître. 
- Les moyens de produire du bié , du vin , de Thuile et d'autres 
denrées analogues se trouvant limités d'après Télcndue et la fer- 
tilité des terres , cl ces objets étant destinés à se consommer , i 
mesure de leur production , leur màsse^ et par suite leurs rapports 
de valeurs , les uns à Tégard des autres, se conservent toujours 
à peu près les mêmes , ou du moins n'éprouvent que les légères 
os îllalions qu'entraînent les alternatives de bonnes et de mauvais 
SCS récoltes. Mais il n'en saurait être de même de leur rapport 
de valeur avec les écus qui ne se consomment pas , et dont la 
masse s'accroît journellement par reffet de rcxploilation des mi- 
nes.» Le peuple se plaint souvent du renchérissement progressif 
des denrées ; mais c'est bien plutôt l'argent qui baisse de valeur , 
en devenant sans cesse plus abondant. Un sac dé blé ne vaut 
ni plus ni moins aujourd'hui qu'il ne valait au temps de Roma- 
ins , de César ou de Constantin ; car aujourd'hui , comme alors , 
il peut suffire à la subsistance d'un individu pendant environ trois 
mois; mais aujourd'hui ce sac de blé représente beaucoup plus 
déçus qu'il n'en représentait alors. Ou estime que , par reffet 
de la découverte de l'Amérique , la masse des métaux précieux 
a bien plus que décuplé en Europe ; et si la vatetur vénale des 
o!:jels consommables . ne s'est pas tout à fait accrue dans la même 
proportion, c'est parce qu'à mesure que ces métaux sont devenus 
plus abondans, le goût de la vaisselle et des autres objets de luxe , 
où on les emploie , est aussi devenu plus généi*al ; de sorte que 
la totalité n'a point été mise en circulation sous forme de monnaie. 
A moins donc qu'on ne se décide à fermer les mines, ce à 
quoi on ne paraît guère disposé , le progrès ascendant de la va- 
leur vénale de toutes choses ne saurait s'ari*êter , parce qu^à me- 
sure «que la masse des espèces métalliques va croissant, elles doi- 
vent , par reffet d'une plus grande abondance , se déprécier de 
plus en plus. Toutefois , comme le progrès est de nature à s'opér 
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rcr lentement , chacun a tout le temps de s'arranger en consé- 
quence. Mais un accroissement subit et notable de la masse des 
métaux précieux serait un événement de nature à bouleverser tout 
à coup toutes les existences. La grêle, qui détruit en quelques 
înstans les espérances du cultivateur et le fruit de ses travaux d'une 
année entière , est un fléau beaucoup moins désastreux que ne 
pourrait Têlre une pluie d'or qui se répandrait sur nos campagnes ; 
et c'est ce que comprendront aisément, en particulier, les pro- 
priétaires de marais salans de nos côtes. La pluie d'or vient de 
tomber récemment à leur préjudice dans nos départemens du nord* 
est (♦). 

Il faut donc le dire et le répéter souvent aux bommes qui ai- 
ment à thésauriser , à ceux qui trouvent plus doux de prêter leur 
argent aux industrieux ou à Tétat que de le faire fructifier par 
leurs propres travaux » à ceux qui se plaisent à voir briller sur 
leur table une grande abondance de riche vaisselle , à ceux en- 
fin qui contractent à prix d'argent des marchés à très-long ter- 
mes ; les valeurs qu'ils possèdent , bien que dans une progression 
plus lente , se déprécient journellement entre leurs mains , comme 
le faisaient dans le temps nos asdignals. Une somme prêtée pour 
dix années seulement ne vaut plus , lorsqu'on la recouvre j ce 
qu'elle valait à l'époque ou on s'en est dessaisi ; de sorte que , 
pour mettre une rigoureuse équité dans la plupart de nos tran- 
sactions , nous aurions besoin d'une échelle de dépréciation des 
espèces , comme il y a trente ans nous en avions une pour le 
papier monnaie» 

Il résulte encore de ces principes que le prix vénal des jour- 
nées des ouvriers , les gages des domestiques et toutes les sortes 



(^ J'écrivais ceci au moment où la découverte de maf^ses énormes de sel 
^emme, sous sept de nos départemens , avait jeté Tcpou vante parmi les pro- 
priétaires de nos marais salans da midi. 

Tom. XXI 28 
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de salaires doivent aussi s'élever progressivement , ponr se tenir 
sans cesse au niveau du prix des subsistances (*) , et que , par 
conlrc, c'est fort improprement que les traitemcns des fonction- 
naires et employés du gouvernement sont appelés iraiiemens //j:es ^ 
Ils n*ont de fixe que la désignation nominale ; mais , par cela 
même qu'ils sont stipules en écus , ils vont sans cesse en décroissant 
de valeur, comme les espèces qui les expriment. Un des nom- 
breux gouvernemens qui se sont succédés en France pendant trente 
ans avait imagine de stipuler tous ces traitemens en myriagram- 
mes de blé. On s'est moqué de cette idée , parce qu'en France 
on se moque assez indistinctement de tout ; mais elle était , au 
fond, très-sensée; c'était là travailler pour les siècles. Les traite- 
mens sont aujourd'hui beaucoup plus élevés qu'ils ne l'étaient il 
y a cinquante ans ; et le temps n'est peut-être pas fort éloigné où 
le gouvernement, cédant à de justes plaintes, qui se seront faites 
entendre de toutes parts , se verra contraint de les élever encore : 
mais que n'auront pas soufTert les pauvres commis à 4oo fr. , en 
attendant l'heureuse époque ou on se sera enfin décidé à faire droit 
à leurs réclamations. 

J'ai tacitement supposé , dans tout ce qui précède , que la mon- 
naie d'argent circulait seule. Mais , pour éviter d'une part l'incon- 
vénient des pièces de trop petites dimensions et d'une autre 
celui des poids et volume de numéraire trop considérables , on 
a fait circuler partout , concurremment avec elle , la monnaie de 
cuivre et la mcmnaie d'or. C'est fort bien sans doute ; mais les 
gouvernemens , trompés par les fausses notions» que le public s'est 
faites sur les monnaies , se sont figurés qu'il était en leur puis- 



tfih 



(^) Beaucoup de nos grand > proprle'taires , qui ge'missent sans cesse da 
bas prix du ble' , se plaignent en mc^ine temps du prix élere' des salaires» 
Il serait beaucoup plus commode , en effet , que les ouvriers travaillassent 
pour eux gratuitement , et leur achetassent ensuite leur blé à un très-haat prix. 
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•ancc de décider (lu nombre des pièces d*argent qu'il faudrait don* 
ner pour obienîr une pièce d'or en échange ; ce qui revenait à 
supposer que le rapport entre les masses d*or et d*argent en cir- 
culation demeurerait à tout jamais invariable , ou que les mines 
d or et celles d'argent s'exploiteraient constamment dans des pro- 
portions fixes ; or « il n'en est point ainsi ; et il est de fait que , 
proportion gardée , les mines d'argent rendent beaucoup plus que 
les mines d'or ; d'où il résulte que l'or doit , de jour en jour ^ 
gagner contre l'argent (*). Ce serait l'inverse si , l'exploitation de 
l'argent demeurant telle qu'elle est aujourd'hui , on découvrait 
tout à coup des mines d'or très-abondantes^ On s'est beaucoup re- 
crié dans les temps contre M. de Calonne , qui de trente louis d'or 
en avait fait trente-un , parce que , partout et dans tous les temps , 
à tort ou à raison , c'a toujours été une jouissance pour le public 
de se plaindre de l'administration. C'était pourtant une opération 
fort sage , je dirais presque une opération obligée ; et cette opé- 
ration le ministre l'exécuta d'une manière fort loyale. 11 y avait 
alors , comme aujourd'hui , beaucoup d'espèce d'or en France , 
et pourtant Tor n'y circulait plus , parla raison toute simple qu'on 
y estimait plus un louis d'or que quatre écus de six livres. M. 
de Calonne fit acheter tous les louis en écus , au prix supérieur 
qu'ils se trouvaient avoir acquis (**) , et en fabriqua de nouvelles 
pièces d'un moindre poids , contre lesquelles dès lors l'argent sou- 
tînt mieux la concurrence. Si les choses se maintiennent sur le 
pied où elles sont présentement , c'est là une opération qu'on se 
trouvera contraint de renouveler à des époques plus ou moins 
rapprochées; et noiis voyons même déjà actuellement qu'on estime 



(•) La mode des bijoux en chrysocale , si elle se soutient, en rendant des 
matières d'or à la circulation , pourra ralentir un peu ce progrès; touVcomme 
la mode des stras sa déjà fait baisser seusibleinent le prix des diamans et au* 
très pierres précieuses. 

(••) Un loui$ d'or neuf était paye' vingt-cinq livres en écus. 
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gcoéralemenl mieux une pièce d'or , réputée ne valoir que vingt 
francs , que quatre pièces d'argent de cinq francs. On s'éviterait 
tjus ces embarras si , sans prétendre fixer la valeur iiominale des 
pièces d'or , on se bornait à avertir , par l'empreinte , qu'elles 
OHt tel poids et tel titre , en laissant au public le soin de régler 
et de varier , suivant les circonstances , les conditions de l'échange 
de ces pièces contre la monnaie d'argent (*). C'est de cette ma- 
nière que Tor d'Espagne circulait en abondance dans nos dépar* 
temens méridionaux , il y a environ vingt-cinq ans , sans qu'il en 
fiOit résulté le moindre inconvénient. 

-il y aurait sans doute beaucoup de choses encore à dire sur ce 
sujet , que je n'ai guère qu'ébauché ; mais la destination assignée 
à ee qu'on vient de lire m'avertit assez que, peut être , je ne me 
suis déjà que trop étendu. Toutefois , si cet essai , tout imparfait 
qu'il est , est accueilli avec quelque indulgence , je pourrai , dans 
les volumes de Tannuaire qui suivront celui-ci , essayer de trai- 
ter d'autres sujets analogues (**)• 



|pPirikBM*rtM»i 



(*) J*ai vu , dans le temps , une mauvaise chanson contre Bonaparte , oik 
on lui reprochait , entre autres choses , d*avoir fait déclarer l'or marchan- 
dise. C*ctait lui faire honneur d*une idée très-:»aîne qui ne lui appartenait 
pas. 

(^ Je me proposais de mettre , dans Tannaaire de 1827 , nn article sur 
Yintérét de Fargcnt. Le sort d*une première tentative n*a pas dA m*encou- 
rager à un autre tentative beaucoup plus épineuse encore , pour qui ne veut 
pas trahir ce qu'il croit la vérité* Si j'en ai le loisir , je pourrai , dans le 
présent recueil , essayer ce nouveau sujet qui se lie naturellement à ccluÀ 
des monnaies* 
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GEOMETRIE AIVALYTIQUC. 

Exposition d^une méthode élémentaire propre 
à obtenir les équations des développées ortho- 
gonales et obliques des courbes planes \ 

•à 

Par M. Bary. 

01 Ton conçoit qu'une draîlc indcfiuîe se meuve sur le plan d'aric 
courbe, de manière a lui rester constamment normale, cette droite^ 
dans son mouvement , demeurera constamment tangente à une au- 
ire courbe qui sera ce qu'on appeUe la développée de la première. 
Oa peut aussi concevoir une autre droite indéfinie , suivant la 
première dans son mouvement , de manière a couper ?a courbe 
proposée aux mêmes points qu'elle , et à faire avec elle , twi^ 
jours d'un même côté , un angle constant ou un angle variable 
suivant une loi mathématique donnée quelconque. Cette seconde 

■m 

droite sera , dans son mouvement , coovme la première , tangente 
à une certaine courbe qui pourra être égarlement considérée comme 
une sorte de développée de la proposée , et qui parait avoir été cou* 
sidérée pour la première fols ( Ànnutes ^ tom, XX , pag. 97), 
par M. Lambert qui , pour distinguer les unes des autres ces deux 
sortes de développées , a appelé, celles de la première , sorfe des 
développées orthogonales ^ et celles de la seconde , des développées obli-- 
ques ; d'où Ton voit q.a une courbe plane proposée ne saurait avoir 
qu'une seule développée orthogonale , tandis qu'elle peuft avoir 
une infinité de développées obliques différenfca;» 

Tom. XXI, nJ'Q, i/*^ mars i83u 35 
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On a ramené , depuis long-ten)ps , à des procèdes élémentaires 
U rei'licrclie des tangentes et des normales aux courbes , soit par 
des poînls donnés sur leur pcrîmèlre , soît par des points extérieurs ; 
mais il n'en est pas de m£me des développées orthogonales ou obli- 
ques , dont jusqu'ici , malgré leur importance dans la géométrie 
cl dans ses applications à la physique , on a toujours fait dépen- 
dre la recherche des procédés de la haute analyse ; de sorte que 
les personnes qui , après avoir suivi les cours de mathématiques 
de nos collèges , n'ont ensuite ni le loisir ni l'occasion de s'éle- 
ver jusqu'à Pétude du calcul difîérentiel , se trouvent ainsi con- 
damnées a rester , pour jamais , étrangères à tout ce qui concerne 
celte branche importante de la science. 

Nous croyons donc faire une chose utile en montrant avec 
quelle facilité on peut présenter la théorie des développées , soit 
orthogonales soit obliques, de manière à l'introduire dans les sim- 
ples élémens. Nous exposerons d'abord le procédé géuéral ; nous 
en ferons ensuite diverses applications. 

Concevons que, par un quelconque ( j:',^^) des points d'une 
courbe plane , on mène une normale à cette courbe ; si , par un 
autre point quelconque de cette courbe, on lui mène une nou- 
velle normale , celle-ci , en général , coupera la première en un 
certain point (a, (3). La première normale étaut supposée fixe , 
si la seconde marche vers elle , en demeurant constamment nor- 
male à la courbe, le point (a,^) marchera sur cette normale 
fixe jusqu'à ce qu'enfin les deux normales venant à se confon* 
dre , ce point ( a , |3 ) s'arrâtera sur la normale fixe , dans une 
certaine situation , et il e$t manifeste qu'alors il appartiendra à la 
développée de la courbe proposée. 

Ainsi , à chaque point (.:'^,/') de la courbe donnée, répond 
un certain point ( a , ^ ) de sa développée, situé sur la normale 
à celte courbe en (or',^); tout comme , à chaque point (a,p) 
de la développée doit répondre un point {x^ ^y) de la courbe 
proposée , intersection de cette courbe avec la tangente à cette dé- 
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teloppëe en ce point ( a , jS ) ; de sorte que Ton quelconque de 
ces deux points est nécessairement déterminé par l'autre. 

Si l'on conçoit présentement que la normale fixe au point (x^^ 
y) , devenue mobile , marche sur la courbe^ en lui restant cons- 
tamment normale , le point (a,^) marchera sur elle , et décrira 
précisément la développée demandée. Il ne s'agit donc , pour ob- 
tenir Téquation de cette développée, que d'imiter, par l'analyse., 
cette construction mécanique. 

Soit supposée 

Téquation de la courbe dont il s'agit ; pour le point (•t^^»^') on 
aura 

F(x',^')=o ; (2) 

Téquation de la normale , en ce point, sera de la forme 

Si l'on veut que cette normale passe par nn point donné ( a j 
|3) , on exprimera cette condition en écrivant 

f(«,(5,;r'.^)=o î (4) 

équation q«i , combinée avec Téquatron (3) , donnera les pied» 
{x\y) de toutes les normales issues du point ( a, j3 ). 

Au lieu de résoudre les deux équations (2) et (4) , par rap- 
port à x^ et y , on peut , dans Tune et dans l'autre , considé- 
rer ces deux coordonnées comme variables , et construire poiu' les 
mêmes axes , les deux courbes qu'elles expriment. Les intersec- 
tions de ces deux courbes seront également les pieds ( x' r^) de 
toutes les normales issues du point (a, (3). 

Or , la première de ces deux courbes est la courbe proposée 
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cile-mt^me ; d^où îl résulle que rëqualîon (4) est celle *d'tnie ecr- 
taliic courbe qui cou]ie la proposée aux pieds de toutes les nor« 
maies qui peuvent lui être menées du point (ic,^). 

Si présentement deux de ces normales viennent à se confondre » 
d'après ce qui a élé dit ci-dessus , le point ( a, ^ ) deviendra un 
de ceux de la développée. Or , pour que ces deux^ normales se con- 
fondent en effet , il est nécessaire que deux des points d'inler-' 
section des courbes (2) et (4) se confondent en un seul , ou , ce 
qui revient au même que ces deux courbes se touchent et aient 
conséquemmeni la même tangente au point (^',/^).. Cherchant 
donc les équations des langenles aux deux courbes 

F(j:,/)=:0 , f(a,^,^,/) = , 

au point (:r',^') t el écrivant que ces deux tangentes se con- 
fondent , leur coïncidence entraînera deux conditions de la forme 

y(.r^/^a.(3)=o , ^Kx^^^ a , /î)=o ; 

lesquelles , comme nous l'avons dit ci-dessus , donneront iiidii« 
tinctement oc et /3 en x^ % Y' % <>ti x\ y' en a et ^. Si , en par- 
ticulier , on en tire les valeurs de x^ et^^, en o^t /3, pour les 
substituer dails Téquation (2), Téquàtion résuItaMe , en oc et ^\ 
sera Téquation cherchée de la développée de Ittféourbe (i). On 
pourra d'ailleurs , chemin faisant , employef leflpelations (3) el 
(4) à simplifier les calculs et leurs résultats» 

Voilà pour ce qui concerne les développées oklhogonales. Si , 
au contraire , il s'agissait de développées obliquas \ il n'y aurait 
d'autre changement à faire dans le procédé que celui de rempla- 
cer Téquation (5) de la normale au point (^^ , y ) par celle d'une 
droite passant par le même point et faisant avec elle un angle 
égal à Tangle , constant ou variable, requis par les conditions da 
problème. 
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première application de ce procédé , cherchons inéqua- 
tion de la développée de Tellipse donnée par l'équation 



Uéquation de la normale à cette çlHpse au point {x\y ) sera, 
comme Ton sait, en posant, pour abréger, o* — b*^=:c* p 

Vxy—a^yx+c^x'y^Q , (3) 

tous la condition . 

i»x^»+ay«-:a'A* ; (2) 

On exprimera que celle normale contient le point ( a,^ ) en écri* 
Tant 

i^jîj:/— a^a/H-cV/r^o ; (4) 

de sorte que les pieds de toutes les normales issues du point {^a^f^^ 
«eront les intersections de la courbe (i) avec la courbe donnée 
par Téquation 

Les équations des tangentes à ces deux courbes au point (^%>y) 
sont 

{cy+b'p)x-{'{ex'^a'(x)y=ex'y , 

sous les conditions (2) et (4)* 

Pour exprimer que ces demt tangentes se confondent en une 
seule et même ligne droite, il faudra écrire 



t • 
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c^a>*y 6* c»a^ 
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équations qui donneront a et |3^ en o:^ et /^ , et réciproquement. 
Mais la relation (4) donne 



^y+A'/î=^ , cV-a 



h^$x'' 



%^ 

I 



il viendra donc , en substituant » 



%r a^m r* l*fi 



• 
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a* c'a/' i» cV* 

équations plus simples desquelles on tire 

ce qui donnera , en substituant dans la relation (a) , et réduisant , 

équation conntie de la développée de Tellipse dans laquelle a et |ï 
sont les coordonnées courantes. 

£n changeant ces coordonnées en a: et ^, et en posant eh outre 

a^ et b^ étant deux nouvelles longueurs » cette équation prend la 
forme 



(v) -(i/=' ' 



ce qui offre un rapprochement remarquable entre Téqualion de 
la développée d*une ellipse et celle de cette courbe qui peut être 
mise sous la forme 
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{^)'<Ty= 



Pour deuxième application nous choisirons une classe de de* 
yeloppées obliques donl l*ctude est indispensable au physicien ; sa- 
Toîr: les caustiques par réflexion. 

Nous supposerons que des rayons de lumière parallèles à une 
droite 6xe , tracée sur le plan d'un cercle , viennent rencontrer 
la circonférence de ce cercle , contre laquelle ils se réfléchissent 
en faisant un angle de réflexion égal à Tangle d^incidence ; et 
nous chercherons à quelle courbe les rayons ainsi réfléchis sont 
tangens. 

Soit r le rayon du cercle réflecteur, plaçons à son centre To- 
riginc des coordonnées rectangulaires en dirigeant Taxe des x pa- 
rallèlement à la direction commune des rayons incidens. En pre- 
nant ( ^^9 ^ ) pour un point incident quelconque, nous aurons 

ar/'+/'=r* , (a) 

On trouvera aisément ensuite , pour Téquation du rayon réfléchi 
qui répond à ce point , 

ou bien , en simplifiant , au moyen de la relation (2) 

2,ryj:— (^»— .y*]^-=ry . (3) 

Si l'on veut que ce rayon réfléchi passe par un point donne 
( a , ^ ) , on devra avoir 

2a^y-i5(a;/'-y) = ry ; (4) 

de sorte que Téqualioa 
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est eclle cKane courbe qui coupe Te cercle donné nux points cTîn-- 
cidence de tous les rayons qul^ après leur rcflexion à la rencon- 
tre de ce cercle » \oai concourir au point ( at , ^). 

Les ëqualioas des tang^cntes à ces deux courbes » par Le point 

Jt'x+yjr=zr^ , 
^(V' — l5«2r')ar-|r(2orar^+2(îy — w^)y:=zii'jr^ ^ 

t'our exprimer que ces deux droites se confondent en iHie seule ^ 
il faudra écrire 

équations qui doni»eroat a et ^ par x^ et j^ , et réciproqoeoieni» 
£u les résolvant par ¥appovl 4 a et ^, oa trouve 



ar* 



il en résulte , en £usant usage de ki relation ^2)^, 

•"*^= V- = ^ — 



eu eiu:or« 



dfoac 
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et t psi* suite , 

mais , de la valeur de |3 , on tire 

^«=3 H/5' ; 
ce qui donne , en substituant , 

ou bien, en changeant respectivement gc et /} en j; et ^ > 

équalion exactement la même que celle qui a été trouvée par M« 
de St.-Laurent , à la pag. i8 du Xyil."**^ volume du présent re- 
cueil , pour celle de la caustique par réflexion dans le cercle, et 
de laquelle on tirera les mêmes conséquences. 

La théorie des racines égales peut quelquefois simplifier, les re- 
cherches qui nous occupent. Pour en donner un exemple , cher- 
chons à quelle courbe sont tangentes les droites menées par tous 
les points d'une parabole , de manière a faire , dans le même sens , 
des angles constans avec les normales en ces mêmes points. Soit 
Inéquation de la parabole dont il s^agit 

y=2px , (i) 

on aura , pour un quelconque (^ i^) de s^s points , 

y^=L7px^ . (2) 

Tom. XXI. 34 
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L'cquation 4e la oorn^alç c^ ce point 3cra , comme Ton sait , 

^-/— — ~(-^— ^0 • 

Si Ton désigne par / la tangenle tabulaire de Tanglc constant 
que fait Toblique aycc la noi^male en chacun des points de la 
courbe , et par T la tangenle tabulaire de Tangle Y^^î^^'^ V^^ 
fait cette mcme oblique avec Taxe des x , on aura 

P 



i^tL 



-.c:/; doù r=Ç^ ; 



P 

de sorte que Tcquation de Tobliquc 3era 

Soît ( a , /} ) un point par lequel cette oblique doive passer; 
on aura 

de sorte que Téquation 

('/-A'Xr— i5)-0"+/)(^-«)=« ; (S) 

sera celle d*une courbe coupant la proposée (i) 6n tous les points 
où elle est rencontrée par les obliques issues du point (a, ^) « 
sous les conditions données. 

On pourrait présentement achever le calcul comme dans les exem« 
pics prcccJens ; mais ici , où , dans l'équalion (i) « x ne se trouve 
qu'à la première puissance , il est plus court dVn tirer la yaleur 
pour la substituer dans cette dernière , ce qui conduira à Téqua- 
tioQ suivante , du troisième degré en jr , 
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m 

On Yolt par là que , gciicralement parlant , on peut, d*un même 
point («,()) du plan de la parabole , mener à cette courbe Irol» 
obliques qui remplissent les condilions prescrileis. Mais, si ce point 
est un des points de 'la développée oblique demandée, deux de 
ces obliques se confondront en une seule ; de sorte que 1 éqXialion 
ci-dessus devra avoir deux racines égales. Or , on sait que , pour 
qu'une équation du troisième degré , telle que 

ait deux racines égales , il faut qu'on ait 

appliquant donc celte condition à la formule ci-dessus , il viendra 

4{;»'/'— 6/>(/;3-a+/»»{4;'*(/^-«+;')-6;>'/(^+/a)} 
Ou bien , en réduisant , 

4.^{/(/;3-a+;^)-9(3+/a))'=o . 

Telle est donc la relation qui doit exister entre a et /3 , pour 
que le point (a,^) soit un des points de la développée oblique 
demandée ; c'est donc là Téquation même de celte développée , en y 
considérant oc et ^ comme des coordonnées courantes. 

Si Ton veut déduire de là Téqualion de la développée orthogo- 
nale de la parabole proposée , il suffira de supposer /=:o, ce qui 
donnera , en changeant respectivement a et /3 en a: et ^ , 
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équation connue de la développée ordinaire de la parabole. 

Si , après avoir divise par i* réquallon générale de la dévelop* 
pée oblique , on y suppose ensuite tzzzTO , en changeant toujours 
<x et |) en or et f', on retombera de nouveau sur Tequation 

■ 

de la parabole proposée , ainsi que cela doit être , puîsqu'alors la 
question rcvitînt à demander quelle est la courbe qu'enveloppent les 
perpendiculaires ;\ toutes les normales à une parabole donnée. 

Le procédé que nous venons d'employer , pour parvenir à Té- 
qualion de Tune des développées obliques d'une parabole , s*ap~ 
pliquera également, sans difficulté « à toute autre courbe dans Té- 
qualion de laquelle Tune des coordonnées n'entrera qu'au premier' 
degré. Mais il n'en sera pas toujours de même dans le cas où , i' 
une même valeur de chaque coordonnée , répondront plusieurs va* 
leurs de Tautre ; car alors il ne suffira pas , pour exprimer que 
deux points de la courbe se confondent eu un seul , d'écrire quç 
ces deux points ont une coordonnée commune. L'équation en oc 
et ^ , qu'on obtient dans ce cas , peut donc alors se trouver comipli- 
quée de solutions étrangères , dont il est préalablement nécessaire 
de la délivrer. 

Pour faire mieux comprendre cette difficulté , par un exemple 
où elle est facile à faire disparaître , nous reprendrons la ques- 
tion que nous venons de traiter ; mais , au lieu d'éliminer x en- 
tre les équations (i) et (5) , nous en éliminerons^; ce qui, en 
supposant /=o , conduira à l'équation du troisième degré eu x 

2X^ — 4(oc— /')«^*+2(a— /i)«:r — /?i3'=o . 

Si l'on exprime que cette équation à deux racines égales, cela donnera 
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^'{8(«-/>)'-a7^^«}=o . 

£n égalant le deuxième facteur^ 7éro, on obtient , comme ci-des- 
sus , Téqualion de la développée. Le premier facteur égalé à zéro 
donne l*axe des x « c'esl-à-dirc , Taxe mfime de la courbe. Ce der- 
nier résultai pouvait aisémenr être prévu. Si, en effet, par deux 
points d*une parabole « pris sur une ni£me perpendiculaire à son 
axe , et ayant ronséqucmment \a même abscisse , on mène des 
normales a celle courbe , ces normales^ concourront sur ce même 
axe. On devrait doue trouver celle droite pour le lieu des points 
de concours des normales menées à la courbe par des points ayant 
même abscisse , mais des ordonnées de signes contraires. 

Un autre inconvénient , atlacbé à Temploî de la théorie desra- 
cines égales , c'est que , lorsque Téquation finale, soit en x soit 
en f ^ est il'uii degré Iniil soit peu élevé, et complète , ou à peu 
près , la recherche de la condition nécessaire pour que deux de 
MS racines soient égales , peut être assez laborieuse pour découra- 
ger tout à fait le calculateur , ce qui Semble militer en faveur 
de la méthode , incomparablement plus simple , dont nous venons 
de présenter l'essai. 

Nous devons dire , en terminant, que nous n'ignorons pas que 
M. Poulet Ddisie , dans son Application de l algèbre à la géométrie^ 
publiée en i8oC , a déjà enseigné à obtenir, par les simples élé- 
mens , le cercle osculalcur , et conséquemment le centre de cour- 
bure, pour chacune des trois lîgnrs du second ordre ; d'où il est 
ensuite facile de parvenir ù Téquaiion de la développée. L'auteur , 
pour parvenir à son but , exprime qu'un cercle passe par trois 
points pris arbîtniiromi n! sur le périmètre de la courbe , et qu'en- 
suite ces trois points viennent se confondre en un seul ; ce qui 
établit une parfaite analogie entre la recherche du cercle oscu- 
laleur el celle de la tangente. L iiléc de présenter une théorie 
purement élémentaire des déveluppéiîs n'est don^ p:)^ nouvelle; 
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mais le procédé suÎ¥Î par M. Delîslc irest applicable , comme on 
le voit, qu'aux seules développées orthogonales ^ tandis que le nô- 
tre , au contraire , s'applique, sans dîHicullé , à la recherche des 
développées obliques , de quelque nature qu'elles puissent être , 
et conséquemmenl à la recherche des caustiques , soit par réflexion , 
soit par réfraction. 



Ém 
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Métliode pou?' la transformation d'une série 
quelconque , ou du rapport entre deux séries , 
en une fraction continue équivalente ; 

Par M. LeBarbieiu 

Jl OUR rendre plus facile à saisir la méthode de transformation 
que nous nous proposons ici de faire connaître , nous rapplique- 
rons d'abord à une suite d'exemples de choix. 

Soit d'abord la série 

I — 3j:+Sx' — yor'+gJT* — i\x^+\Zx^ — ; (i) 

en lui donnant l'unité pour dénominateur, on en fera une frac- 
tion ordinaire que l'on pourra ensuite , par un procédé analo- 
gue à celui qu'on enseigne en arithmétique , convertir en frac- 
lion continue , de la manière suivante: 

Divisant le dénominateur i par la série , on obtiendra le quo- 
tient 1 et le reste 
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3a: — Sa:* + 7 j:'— go:* 4- 1 1 or*— 



divisant «nsuite la série par ce reslç , on obtiendra le quotient 
-- el le reste 

4 8 ^ la j iB . ao j 

■"" "TT" «^"T" ~^ o: — ■ "T"»^ "T" "T" o: "^^ '■rr* »^ "H •••••• 

Divisant le premier reste par cclul-cl , on oblendra le quotient 

■*- y- et le nouveau reste 
4 



j:» — SX* 4- 3a:«— 4-^* + 5x^ — 6x^ + 



Divisant enfin rayant-dernier resie par celui-ci , on obtiendra le 
quotient — - -— , avec un reste nul. En conséquence la série 
proposée pourra être remplacée par la fraction continue 

f 

— I 



qu'on réduira facilement à celle-ci 

* 3 +— ; 

laquelle revient à la fraction ordinaire 



i 



dont la série proposée est ea effet le déreloppcment. 
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Soit , pour second exemple , la série 



I — 2X+ 3a:*— 4"^' + 5a**— 6x* -4- 7j:*- 



(») 



en la traitant comme la précéilenle on obtiendra les quotieni 
et les restes successifs dont le tableau suit : 



I 

2X 

-4 

1 
2X 



2X — 3ar' + 4-^* — 5x* + 6a:* — 'jx^+Bx^ — 



• f 



-far+To:*— {a:'+|a:*— i.a:5+|rWa:'+..., , 



a;*— 2ar^+3a:*— 4x*+5a:* — 6x7+ 



o ; • 



ce qui donnera , poor la fraction continue ëquiyalente ; 



— 1 
1-4- — 



as "—4 



oa bien 



I 

7 + 






— X 



laquelle rtyient à la fraction ordinaire 



dont U série proposée est en effet le dérelc^eoieiit: 
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Soit , pour troisième exemple , la série 
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I +5x+9r'-f- 1 i<r^+ « ']x*+2ix^+25x*+ 



(3) 



en la traitant comme les précédentes , on obtiendra les quoliens 
et les restes successifs dont le tableau suit : 



+ 



Sx 

il 

•7 
)6 



Sx 



t+5x-}-cj.v^-}- i3x' + i7.r* + 2i.r*-}-aja,*+29.r'-4-...,... , 



•Sx — gj:* — 1 3** — i jx* — 2 1 x^ — 25x^ — 29.1' 



+l^X+i^x'+*lM^ + ttx* + ^x'' + 2J.X* + i-^x:-h... , 

fi i i i f » ' 



x'+3x*+Zx*+^x^+ 5x* + G.t ' 4- 



ce qui donnera , pour la fraction continue équivalente , 



1 

7 + 



bx 



aS H- 



iG 



Se 



qu'on réduira facilement à celle-ci 



-^1l 



6x 



'ji 



5 



laquelle revient à la fraction ordinaire 

i4-3x 
(i-x)« • 

dont la série proposée est en effet le développement» 
Tom. XXI. 
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Suil encore la série 

4x+i5a'4-4oa^*4-85:r*+i56a,-5+259a'«+4oo.r7 + 585:r*+... ; (4) 

en la Iraîlanl exactement comme les précédentes , on trouvera 
pour sa fonction gériéruirîce la fraction rationnelle 

Ces exemples suffisent pour faire voir que ce procédé , fondé 
sur la recherche du plus grand commun diviseur entre Tunité et 
une série proi>osée , offre une méthode directe et très-élémentaire 
pour sommer toute suite infinie dont la fonction génératrice est 
rationnelle; méthode différente de celle d'Euler , indiquée par M. 
Lacroix dans son Traité de calcul différentiel et de calcul ititégraL 
( Deuxième édition , tom. III , pag. 344 )• 

Le même procédé peut être également employé à transformer 
une série quelconque en fraction continue. 

Soit d'abord la série 

I 1.3 . 1.3.5 , 1.3.5.7 , 1.3.5. 7.0 e /r-x 

i + ^x--\ -x*-\ nr Jt'h --Lx^-\- '•' j»+,..., (5) 

* a4 a.4.<> 2.4-G.8 3.46.8<io 

que l'on sait élre le développement de la fonction 



si Ton cherche le plus grand commun diviseur entre Tunité et 
cette série , les quotiens et les restes successifs seront tels qu'on 
les voit dans le tableau suivant : 
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a 

X 



a 

X 



u 

X 



3 
X 



14- 



1 i.3.t' 1.3 5x^ 

a 3>4 3.4.0 



I 

a 



i.a 



1.3 1> 



13X 



3.4 2.4.6 

3.4*6 
3.4*6.8 



+ 



i.3.5.7rr* 
3.4*6.d 

1.3.5.7. a;* 
3 4*6>8 

84o.i ♦ 
3.4*6.8. 10 

63oa.* 
3.4.6.8- 10 

5o4ot* 



+ 



+ 



+ 



1 .3.!>.-t* 
3.4*6 

2.4'6.8 

6o.x3 
3.4.6.8 

36ox3 
3.4£ 8 

1 aoj:^ 
3.4*6.8.10 

3*4'6.8*io.ia 3.4*6 8.10.12.14 

5o{o.t* 



3.4*6.8.10.1 2 



+ 



3520.1 ♦ 
3 4*6.8.10.13 



301 60.1 ♦ 



• * . # 



• * > 



a«4*6'8.io.ia.i4 



"r" . • • r j 



d'où résultera 



Kl—., 



I 

1 _ _ 


I 


I -T- 


-^+^-4- ' 








a 



Ou bien encore 
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T t 

X 



A ■"■^t • • • ». 



En changeant le signe de x ^ cela donnera 



I I 



l/'l+JC I +— ^ 



2 H . * 



Si , par cxetnpie j on suppose :rs2 , celte dernière formule donnera 



I I 



»/3 »+7+i. . 

a H » 

a + 



Soit la série trcs-divcrgenle 
I -i.2a;-i-i.2.3,r*— 1.2.3. 4^^'+!. 2. 3-4«5ar*— 1.2.3. 4«5.6a:^+,.* (6) 

que Ton a vu , à la pag. 8i du présent volume , cire le déve- 
loppement de la fonction 

en la traitant de la même manière , on trouvera 

i.a* a + ' 



a.3* 3 -*-"""T~ t 



ou bien encore 
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^1 fM.^ L ,, 



3x 

I H , 

s "j* • • • • » 

Si , dans la série i on pose x=i , il viendra 

1—1.2+1,2.3— 1.2.3.4+ 1-2.3.4 5— 1.2.3. 4*5.6+ 1.2.3.4^5.6.7— ....... 

t 

' "^ — 1 ^ / 

fraction conlinuc qui est convergente; car, en formant les réduU 
tes successives , on trouve 

r 

I 1 5 5 17 7 €7 85 

O U lO 9 07 17 167 aOQ 

fractions allernallveinent trop grandes et trop petites , mais qui 
convergent vers la véritable valeur de la série , qui est comme Ton 
sait ( Voy. Touvrage cité de M. Lacroix, tom. III , pag. 348) «^ 



o,4o365a63 



Pour transformer la série 
X— i.j:'+i.2^^ — i.2.3jr* + i.2.3.4r' — i.2.3.4*5jr*+ (9) 

en fraction conimue, Ei^ler , en représentant cette série par ^^ 

pose j4=: — -— , il en conclut 
^ i+B ' 
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.7;— 2.r* + i .2.3.1;^— 1.23. i:i*+i. 2.3 4*»^J'^4-.». • 



1— 'j -J- 1 .2x"— j .2.3-i;^-f 1 t2.3.4a*— i. 2.3.4-5a ^-f- 



il pose de nouveau /?= — ^ , croù il tire 

^ .r— i-t'+iS t^— gG.i^+Goo.î^— 432o.x^+ 

I— i.2x+i.a,3a^*— I .a.3.4-^^4~i*2«3*4 5a*— 

il pose ainsi successivement 



i+i; i + C ' i+D i4.£ ' i+F 



» ••• 



ce qui lui donne finalement , comme on peut le voir dans Tou- 
vrage cilc ( pag. 892 ) où lout le calcul est développe , 

X — i..r*-4-i.2.r^— •1.2. 3a:*+ 1.2.3. 4i'^—i •2.3. 4«5a:^+ 



X 

— a> 

I H I ^ 



•+T+ 



AX 



2X 



. - * 1 + ^i_ 3x 



* + "4-. 



En posant xr=i , on a 



I— 14-1.2— 1.2. 3+ 1.2. 3. 4 — 1.2. 3. 4.5+. 



'°^+-+f^i. 






1 "T*.... , 



ce qui donne les réduites successives 
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I 


I 


a 


"4 


8 


10 


44 


• «a4 


> 
I 


9 

a 


T ' 


7 


13 ' 


•7 


73 • 





fraclloiis alternativement plus grande et plus petite que la valeur 
de la série , xnais convergent sans cesse vers cette valeur. 

On sait que , t étant la base du système de logarithmes de 
Néper , on a 

e'=z I -4 -4- — + 1- 1 

* I i.a 1 a.3 1.2.3.4 1.2. 3. 4*5 

On en conclut 



«*+! 


2 + 


X 

1 


+ 


x^ 

1.2 


+ 


1.1.3 


+ 


1.2.3.4 


+ 


«*-! 




X 

1 


■+ 


i.a 


-4- 


1.3.3 


■+ 


.x4 


• "T"» • • • > • 




i.a.3.i 



En opérant sur la fraction qui forme le second membre de cette 
équation , comme on le fait dans la recherche du plus grand com- 
mun diviseur , on trouvera successivement les quotiens et les restes 
contenus dans le tableau suivant : 



a 

X 

X 
10 

14 



X • 



il 



— -h 

1 



a;> 


+ 


xî 


1«2 


1.2.3 


x^ 

i.2.3 


+ 

1 — 


a.t3 
I 2.3.4 

2X' 



+ 


1.2.3.4 


•4- 


3x4 


1.2. 3. 4-^ 


t _ 


6j;* 


+ . 


•2.3.4*5*6 


-L- ^ 


6x* 



1.1.3 4»S ' o/r/» > o/»./» 



i.3.3.4>S.G 7 



+ 


a5 

1 


i.a.3.4.5 ^ 


+ 


4.» 


i.2.3.4.5.ti '^ 


^ 


laj;5 


1.2. 3. .4.5. G. 7 


+ 


2{:|5 


1.2.3.4.5.6.7.8 




24.t5 



i.2.3.4'5*G.7*8.9 
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d'où on conclura le développement que voici ; 



ai 



an ^- «ta*) 



et , par suite » 



^*— i 



^'+1 ±JL±. 



6 

-H- - 

O I 






X "T" •••• 9 



rc ^^ 



OU bien encore 



a:. — : — = — . «î 



aa -+-.• 
En posant x=i , on tire de là 



«— I 1 

— . I 



ce qui donne les réduites successives 



^ 6 6i 86o i554i 3^376» 

a ' i3 ' TâT ' 1861 ' 33C30 ' jiiyai ' **" 
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dont la dernière donne la valeur de 






avec douze cliilTres dé- 



cimaux exacts. 11 est facile ensuite d'en conclure la valeur de e. 

Appliquons encore notre procédé au développement de Tang.o: 
en fraclion continue. On a 



__ Sin.a? 
Tang.x= 



X 

I 



a- 



__, i 1.2 3 i.:i.3 4 5 



X' 



+ 



x^ 



X' 






I ' • • » 



1.2 t.:i,34 1.2.34*5.6 



+... 



En cherchant, comme cî- dessus , le plus grand commun diviseur 
des deux termes de la fraction , on trouvera les quotiens et les 
restes successifs tels qu'ils se présentent dans le tableau suivant : 



X 



X 
X 

7_ 

X 

9 

X 



•+ 



X* 



1.2 



X- 



' ^— " '■ ; — 4-" ' 

1.2.34 1.2..^ 4-^*^ i.2.3.4*5*C.7. 



^ ^4- 



X 



X7 



+ 



.19 



1.2.3 1.2.3.4-5 1.2.3.43.0,7 1.2.3 4 5.G. 7.3.9 



ix^ 



6.^6 



2.T^ 

1.2.3*^ i.2.3.4'5 i,2.3.4-5 6.7 



+ 



8.u8 



1 2 3.4-5.6.7. ^.9 



X 



ii 



X- 



2l7 



1.3.5 



+ -C 



2a* 



+ 



5.67 



a* 



5.6.7 



.1 



5.6.7.9 



5^.7.8.9 



' I • • • 



" I " . . 



5.679 



• . » 



d'où on conclara 
7'om. XXI 
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Taiig..r=— - 



-+ 



a; 3 i 



X 



5 



* "^ 9 1 
7+' 



OU bien encore 



XI a ng .x= — ^^ 



3 ^' t 

5 * 

9 



II •—..•. 



Il ne faut pas perdre de vue , dans les applications de ce déve- 
loppement , qu'ici le rayon est pris pour unité. 

M. Legcndre , dans les notes de sa Géométrie , parvient à un 
pareil résultat par une méthode fort élégante, mais qui est par- 
ticulière à ce genre de série. 

Pour dernier exemple , prenons la formule 



Log(,+x)=- -- + -_- + -_-+ 



En opérant sur la série qui forme le second membre, comme nous 
l'avons fait dans les autres exemples , c'est-à-dire , en cherchant 
son plus grand commun diviseur avec Tunilé , les quotieus et 
les restes successifs seront tels qu'on les voit ici 
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I 

X 

2 
X 

X 

a 
a 

5 

X 

3 

T 

2 

X 



• • • 






1; 

a 



^ 



3 



rt* 



.x= 



ce qui donnera 



a"^4 5^6 7"^ 



G 

a;» 
"6 



xî 3.l4 

7 ao 



5i 
5 

X* 



i5 42 



+^- 



3o 



ao 



5 21 


, 5a;« 
•^ a8 


X* 1 aa5 


5:t« 


~ ao "* 35 


84 


3x4 otJ 

L. ^ 

35 ^ 84 


*^^"» • • • • • 


. a;4 a;5 

i4o 70 


+ 


j_ ^* 




H 





• • • 
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Log.(i+x)=— 



- + - 

«■^1 + 1- 



o; 



-7 + 



Z -l1 



ce 



ou bica «ncore 



-4- 
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à -\ , a» 



;> 






+ 



1 



+ —A^^ 



9 +— + — , 

n +.• 



Si , (l'ins ccHe formule , sous sa première forme, on change x en 



— ■ , elle deviendra 



-+ ■ 



' +37+- 



3 ^ 7* + r 



4 *■"• • •• î 



bi 



ou bien encore 



/ l+X \ I 

Loîç.l • 1^— . * 



7x H ^^ 4 

11 nous sera présentement facile de généraliser le procédé dont 
nous venons de donner des exemples. Soit la fraction 



6+^x+y'x»+//"a;i+6''''x4+.... * 



en divisant le numérateur par le dénominateur , ne prenant que 
le premier terme du quotient , et posant , pour abréger , 
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b 



=d. 



—d' ; 



On aara 



h+l/x+Ù'x^bff'x^+.. ~ 6 b+l/x+l/'x^+l/ffxi+...^. ' 

c+c^x+c"x*+c'^^x^'^u 



t*M«« 



Par un semblable calcal , en posant , pour abréger , 



cy—b(/ , 



cV—bc" j. 



; =à^^ i 



on aura 



b+yx+Wx^'i^fffx^+ b X 

c+c'x+i/fx*+c'f'x^+u... c C'{'i/x+cf'x*+c'^'x^+. 



En posant semblablement 



•••• 



àcf-^tâ 
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; szef^ , 



on trouvera 



f+<'.l+t ".«>+< '".lî+ C ' % 



r/^-u'a-f J-''x='+«''"<'^+-.. d d^d*x^u"x'^a'"x^^ » 



C+t'j +é"ji:»+c'"jt''-|-. 



el ainsi de suite ; ce qui donnera finalement 



— X 



— + "" 









et , par suite ; 



fc+//jr+ir"x»4.//"r3+...... I 



■ ■» 






c c 



d d X 
h - 



ce qui revient encore i 



/ + 



a -t- i 

* +■ 
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Pour montrer, par un exemple, r.npplication de celte formule gé- 
nérale , nous reprendrons la série (9) , traitée par Euler , c'est- 
à-dire , la série 



«— i.x»-+«i.2x5— i.a.3«4 + ifa.3 4*5— |.2.3.^,5jc64-i«a.3 4-5Ga'— . 



Nous aurons ici 






il en résultera 



ia'— a// 
^= : =+I 



£/= = + I , 



«/.' rF 



ezz 



c 



= +a , 



fcg//— fl/A 



-7/_ ^^'''^^*^" / 



dJ'—af^ 



12 



c,'^"^""''^" ^+s , j.= ^:!=±:i=+.8. ^/=i^::=f^=+73. 



7// 



l^m'^^Vf 



= 22 , €f"= 



clff'^hi "'' 



q^ /// 



di ""^câff^f 



——ifio , 



ce qui donnera , en substituant , 



X 



r— i«»+i.a«^+i-2.3r*+*'2'3 4**"* = — 



1 •+■— ^ 

I H ^* 

l H 1* q 

I H , .- 

I -r • • î 



comme Euler Tavalt trouvé. 

Nous nous proposons » dans un second mémoire , de revenir 
de nouveau sur ce sujet. 
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QUEST10]\S PROPOSEES. 

Théorèmes de géométrie. 

Par M, Aimé* 

I. J^E îîcu lies sommets de tous les cônes droits circonscrits a 
une même ellipse est une hyperbole qui a pour foyers les som- 
mets el pour sommets les foyers de Tcllipse , el dont le plan est 
perpendiculaire au sien. 

II. Le lieu (les sommets de tous les cônes droits circonscrits à 
une même hyperbole est une ellipse qui a pour sommets les foyers 
et pour foyers les sommets de l*hyperbole , et dont le plan est 
perpendiculaire au sien. 

III. Le lieu des sommets de tous les cônes droits circonscrits 
à une même parabole est une autre parabole qui a pour foyer 
le sommet et pour sommet le foyer de la première , et dont le 
plan est perpendiculaire au sien. 

lY. La somme des dislances du sommet d'un cône droit cir- 
conscrit à une ellipse ou à une hyperbole aux deux extrémités 
d*un diamètre de la courbe est constante. 

y. La somme des distances de chacun des points d*une ellipse 
aux sommets de deux cônes droits qui lui sont circonscrits , est 
constante. 

VI. La différence des distances de chacun des points d*une hy«- 
perbole aux sommets de deux cônes droits circonscrits est cons* 
lante. 

VII. La dislance de chacun des pofnts d*une parabole au som« 
met d'un cône droit circonscrit est égale à la distance de ce soo.* 
met à un plan fixe» 
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ARITHMÉTIQUE. 

Sur Terreur qu'entraîne V interpolation vulgaire 
dans Vusage des tables de logarithmes ; 

Par M. Bary , professeur de physique au Collège royal 

de Charlcmagne. 



www VW W/\ W/V VW) w/v w/w/w 



Un saîl que Terreur inséparable de Teroploi des parties propor- 
tionnelles , dans les calculs par logarilhmes , a été calculée par 
Bertrand , de Genève , qui , pour parvenir à son but , ^st parti de 
la formule du binôme , étendue au cas de l'exposant fractionnaire. 
Il ne sera peut-être pas inutile , pour ceux qui commencent Té- 
tude de Talgèbre , de montrer ici comment on peut apprécier Ter- 
reur dont il s'agit , en se fondant sur les séries logarithmiques. 

I. Supposons d'abord qu'il soit question d'assigner le logarithme 
qui répond à un nombre donné. Soient n et n+i les deux nom- 
bres consécutifs des tables qui comprennent le nombre donné , et 
n-4-a; ce nombre , x étant une fraction ; soit y ce qu'il faut ajou- 
ter à Log,/i , pour obtenir Log.(n-|-^) ; suivant le procédé élé- 
mentaire d'interpolation , on calculera y par cette proportion 

I : Log.(7ï-|-i) — Log.« ; : x :7"i=jr{Log.(/i-f- 1)— Log.n} . 

Ainsi Terreur commise est la différence qui existe entre les deux 
nombres 

Tom. XXI, /i.^ 10 , i.«' avril i83i. 3; 
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Lo~.(«+a-) — Log.» -, 



j-[IjOg.(/J4-i) — ^Log.n} . 
Or , en reprcscnlani par 3/ le module des tables Tulgaircs , on a 

Log.(«-[-.t)— Log.n=Log.^H-^^ = J/^ 7— ■^ + -^— •••) . 

[Lo6.(/,+ i)-Los.«}=xLog.(,+ i-N = J!/^-^-^+ £r— ••)• ^-^> 

Sî Ton retranclie membre à membre ces deux équations Tune de 
1 nuire , on trouvera « eu réJubant ^ cl en désignant par £ Terreur 
commise , 



e= { ::— + -r-, — + j- (B) 



Jlfx ( 1-^T I-^X» l-^X^ I— .T* 

^ — — ^ -j ' 

Il ( SLfi '6n^ ^n^ bn* 



Celte série étant convergente , et ayant ses termes alternatÎTement 
positifs cl négatifs , il en résulte qu*on a 



c< 



Mx i*^ 



X 






n 3/1 



et , puisque Bl est <4-i cl que le maximum àt x(i — x) est ^ , 
il eu résulte qu on doit avoir , ii Jortiori , 



t 



ib «» 



H. Supposons présentement qu'à l'inverse il soit question d'as* 
signer le nombre qui répond à un logarithme donné. Soient n et 
/}+ I les deux nomijres eniiers consécutifs qui interceptent le nom- 
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bre clcmandc n+x ; on déleriiiinera la valeur approchée z de la 
différence x par la proporlion 

Log.(/JH- 1)— Log.»: I : : Log,(n4-j:)— Log.n:g= ''^;'''*"7^ ^^"^ . 

Log.(/i+i;— Lpg./i 

On aura donc , en désignant par tf Terreur commise 

Log.^i + --J ^^6(^* + -J 

Cela donne , au moyen des formules (A) el (B) 

X / 1— a; 1— X» I— c' I— a;* \ 

— ( ~ -^, h ; • h... 1 



I I 1 I 



» "*" 3.1^ ~4/*^+*'^ 



n 2/1* o/i^ V' 



De là on conclura évidemment 



v< 



rr 


1 


-—x 


n 




3/1 


I 




I 


— ^ 


•Mi» 


■ ■ 


n 




a/i*^ 



ou y en réduisant , > 



I 



e/<f(irî> ; 



a/i— 1 



Cl , i fortiori ^ 



^< * 



4(a/i— i) 



Ceci soppose , au surplus , que les logarithmes tabulaires sont par-. 
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failcment exacts , et que conséquemoient il en est de même des 
\aleurs de y et de 2 , ce qui n'a pas lieu rcellemcnl. Pour Té- 
valuation de Terreur totale , due à rinexaclilude de la proportion 
cl à celle des logarithmes , on peut consulter une note de M. 
Vincent , inscrce à la pag. 19 du XVI."** volume des Annales y 
ou dans la 7."*® édition de TAlgèbre de M. Reynaud. 



«H 



OPTIQUE. 

Essai théorique sur les couleurs accidentelles ; 

Par M, Gergonne. 

O AI déjà insinue ,' en plus d'un endroit de ce recueil , qu'au point 
où les Si:iences sont présentement parvenues, et encombrés comme 
nous le sommes de vérités de détail, un de nos besoins les plus 
pressans et les plus impérieu:^ est beacoup moins d'en accroître 
encore le nombre que de rapprocher ces vérités les unes des au- 
tres , de les comparer et de les grouper suivant leurs analogies et 
leurs différences , et d'essayer ensuite de les remplacer par un 
moindre nombre de vérités plus générales, qui en soient une sorte 
d'abrégé , fet desquelles elles puissent toutes êtres facilement dé- 
duites. Ce n'est , en effet , que par un tel artifice que Tesprit 
humain , borné comme il Test , peut se promettre de n'ôtre ja- 
mais arrêté dans la culture du champ des sciences , dont Té-r 
tendue est lout-à-fait sans limite. 

On ne saurait donc vouer trop de reconnaissance aux hommes 
qui consacrent leurs méditations et leurs veilles, non à faire des 
découvertes nouvelles , mais à rattacher à quelques principes gé- 
péraux et peu nombreux , ou même à de simples hypothèses , Us 
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d^couyertes diverses dues à leurs devanciers. C*est , par exem- 
ple t d'un service de ce genre que nous sommes redevables au 
docteur Weels. Avant cet ingénieux physicien , les phénomènes 
auxquels donne naissance la formation de la rosée avaient de quoi 
nous décourager par leur nombre , leur variété et leur apparente 
Inzarrerie. M. Weels a posé quelques principes fort simples , et 
dès lofs il a pu nous être permis de soulager notre mémoire de 
tous ces faits de détails dont elle était surchargée , bien certains 
de les retrouver à volonté , comme conséquences rigoureuses de 
ces principes , et même de deviner , k l'avance , sans aucun ef- 
fort d'esprit, ce qui devrait résulter de tel ou tal concours de cir- 
constances dont la nature n'aurait encore jamais offert la réunion 
aux regards de l'observateur. 

Il est en physique des phénomènes d*un autre ordre qui n'ot- 
frent pas moins d'intérêt , et qui ne sont ni moins nombreux ni 
moins variés ni moins bizarres , en apparence , que ceux qui nais- 
sent de La formation de la rosée ; ce sont les phénomènes que 
Buffon a , je crois , désigne le premier sous le nom de phénomè- 
nes des couleurs accidentelles , et qui seraient peut-être plus exac- 
tement caractérisés par la dénomination de phénomènes des cou-- 
leurs apparentes ou relatives. Ces phénomènes ont été particulière- 
ment étudiés par Léonard de Vinci , Jurin , le P. Scherffer , Buf- 
fon , Beguelin , Œpinus , Prieur , Meusnier , Hassenfralz , Rum- 
fort , etc. , qui les ont très-exactement décrits , soit dans les col- 
Icctions académiques , soit dans des traités spéciaux ; mais on ne 
s'est que faiblement occupé de leurs causes et du principe com- 
mun auquel ils viennent tous se rattacher , et encore ce qu'on 
en a dit , par occasion , est-il présenté avec une lorte de scpti- 
cistfee qui permettrait de croire que ceux qui cherchaient à re- 
monter à la cause première de cjcs phénomènes n'avaient pas eux- 
mêmes une foi bien entière dans les e^^plications qu'ils en pré- 
sentaient. 

Dans les premiers temps où j^enseignais la physique , ce n'était 
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pas une petite affaire pour moi que de fixer , dans ma mémoire, 
de tous temps très - rebelle pour des faits sans liaison , une si 
grande yariété de résultats en apparence si incohérens entre eux, 
et je jugeai qu*à plus forte raison Taudiloire , devant qui je les ex- 
posais » en retiendrait fort peu de chose. Je fus donc sollicité par 
ma paresse à réfléchir sur les explications qui en avaient été 
hasardées , et je ne tardai pas à juger que ces explications , bien 
saisies , méritaient plus de confiance que leurs auteurs ne pa- 
raissaient leur en avoir accordé. Des lors je vis qu^un ou deux 
principes, bien évidens , suffisaient pour me diriger sûrement dans 
ce qui, jusque-là » m'avait paru un dédale ; et présentement^ de 
toutes les parties de Toplique , celle qui concerne les couleurs ac- 
eidentcHes me semble la plus facile à enseigner. Je vais expli- 
quer ici de quelle manière je l'envisage , c'est-à-dire y écrire à peu 
près la leçon que j'ai pris le parti de faire sur ce piquant sujet* 
Je suivrai d'ailleurs une marche synthétique , c'est-à-dire , qu'an 
lieu de décrire d'abord les phénomènes , pour remonter ensuite 
à leurs causes , je poserai , au contraire , quelques principes des- 
quels ces phénomènes se déduiront ensuite comme de simples co» 
rollaires» On peut remarquer , en effet , que , bren que depuis 
environ un demi-siècle , l'analyse soit fort prisée par des hommes 
même qui , pour la plupart , ne savent pas trop bien , peut-être « 
en quoi elle consiste , il est une multitude de circonstances où 
la synthèse lui est de beaucoup préférable (*)* 

Pour rendre plus simples les développemens dans lesquels je 
vais entrer , je supposerai constamment qu'il n^exislc que trois 
couleurs primiUves , le roti^e , le faune et le b/eu qui , mélangées 
ou combinées deux à deux , produisent trois autres couleurs qpifon 
peut appeler secondaires^ savoir: le ç^erù ^ le violet^ ï orangé \ el 



(^) Yoy. , sur cela , la pag. 3^5 du tom« YII. du présent recueil* 
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que le mclange ou la combinaison des trois couleurs primitives , 
dans de convenables proportions , produit le blanc ; tandis que 
de Tabsence absolue de toute lumière résulte le noir qui en est 
Topposé. J'ai prouvé , en effet , à la pag. 228 du X.™* volume du 
présent recueil , qu'il ne résultait pas invinciblement des expé- 
riences de Newton que les couleurs primitives dussent être au nom- 
bre de plus de trois , et la pratique des arts n'en reconnaît pas 
davantage. Il n'y aurait , au surplus , que très-peu de modifica- 
tions à f^ire à la théorie qui va être développée , si Ton voulait 
absolument admettre plus de trois couleurs simples. 

il y a entre les couleurs primitives et les couleurs secondaires 
celte différence essentielle q}ie les premières sont absolues , et non 
susceptibles de plus ou de moins , tandis que , suivant les pro- 
portions variées des composans , il existe , entre deux couleurs pri- 
mitives données , une infinité de nuances d'une même couleur 
secondaire , allant de la première à la seconde par une dégrada- 
tion continue. Ainsi , il n'y a pas , à proprement parler , diffé- 
rentes sortes de rouges , différentes sortes de jaunes , différentes 
sortes de bleus ; mais , entre le jaune et le bleu , par exemple , 
il peut y avoir une infinité de nuances de verts , tirant plus ou 
moins sur l'une ou sur l'autre de ces deux couleurs. 

Ce qui vient d'être observé , relativement à deux couleurs pri- 
mitives , peut être également appliqué au blanc et au noir , cn« 
ire lesquels on peut concevoir une infinité de ^/5 , plus ou moins 
clairs , plus ou moins foncés. 

On peut même dire de toutes les autres couleurs , soit simples , 
soit composées! , ce qui vient d'être dit du blanc. Une couleur 
quelconque que l'on combine avec plus ou moins de blanc , en 
devient ainsi plus ou moins pâle , tandis que , si Ton en dimi- 
nue graduellement la lumière , elle deviendra de plus en p1usyr;n- 
cce. Ainsi , au lieu de passer du blanc au noir par une suite de 
gris , on peut y passer par une suite de roses, d'abord très-pâle , 
et ensuite de plus en plus sombres ; et c'est à peu près ce qui 
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arrîre aa fer încandesceni , à mesure qu'il se refroidît. C'est sous 
celle resirîciion formelle qu'il faut entendre ce que j*ai dit ci-dessus , 
sur la différence qu'on remarque entre les couleurs primitives et 
les couleurs secondaires. La yérité est qu'il peut fort bien exister 
une infinité de nuances de chacune des premières entre le blanc 
et le noir ; mais toutes ces nuances sont toujours la même na- 
ture de couleur (*). 

Dans tout ce qui va suivre , je dirai , avec fous les physiciens , 
que deux couleurs sont complémentaires Tune de Tauire lorsqu'el- 
les seront de nature à produire le blanc par leur mélange ou com- 
binaison. En conséquence , en ne considérant simplement que les 
couleurs primitives et les couleurs secondaires , les couleurs com- 
plémentaires Tune de Tautre seront : 

Le KOVGE et le vert , 
Le JAiTiE et le violet ; 
Le BLEU et roRAiWiK. 

Dans tout ce qui précède et dans tout ce qui va suivre', îl ne 
saurait être question que de ce qui se passe chez les personnes 
qui ont la vue parfaitement saine. De même , en effet , qu'il est 
beaucoup de personnes incapables d'apprécier , dans les sons , la 
différence du grave à l'aigu , ou ce qu'on appelle l'intonation ^ 
et pour l'oreille desquels il n'existe , pour ainsi dire , que de* 



(*) n resalte de toot ce qui vient d'être dit qu'avec du blanc , du jaune y 
du rouce , du bleu et du noir, bien purs, non susceptibles de se combiner 
chimiquement , on peut parvenir , par àt% mélanges divers » â imiter parfai- 
tement toutes les teintes varices que lart ou la nature offre à nos regards f 
et c'est ce qne les peintres savent parfaitement. Le blanc serait même su- 
perflu , si nous pouvions , avec nos poudres grossières , le faire résulter des 
couleurs primitives , comme on le fait , au moyeu d'une leniiUe , avec les 
couleurs du spectre» 
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sons forts et des sons faibles , on en rencontre aussi quelquefois dont 
Tœil ne distingue , dans les couleurs , que du clair et du foncé , 
et qui ne conçoivent pas , par exemple , qu^il soit plus facile d*a- 
percevoir des cerises sur un cerisier que des olives sur un oli- 
vier. Il est manifeste que, pour des personnes organisées de la sorte , 
tout ce que nous écrivons ici doit être complètement inintelligi- 
ble (*). 

Ces préliminaires ainsi établis , nous allons poser deux princi- 
pes généraux que chacun pourra aisément vérifier par sa propre ex- 
périence, et dont le second n'est même , à proprement parler , qu'une 
conséquence forcée du premier. On verra ensuite tout ce qui con-* 
cerne les couleurs accidentelles s'en déduire sans effort. 

Le premier de ces deux principes consiste en ce que Vaciion 
continue , ou même fréquemment répétée , de quelque objet extérieur 
sur lun quelconque de nos organes , finit par le blaser sur timpres^ 
sion quil en reçoit , au point djr devenir presque entièrement in^ 
sensible. 

Les preuves d'expérience se présentent ici en foule, et nous n'a- 
yons , en quelque sorte , que l'embarras du choix. 

La première fois qu'on porte immédiatement un vêtement de 
laine sur la peau , on en est d'ordinaire singulièrement incom- 
modé , on éprouve des démangeaisons fort gênantes; mais avec un 
peu de persistance on en vient bientôt à n'y plus faire aucune 
attention. 

Xie palais des personnes qui font habituellement usage d'alimens 
peu sopides est vivement affecté par des mets dont l'assaisonnement 



(^) J*ai souTcnt pensé que Descartes , qui prétendait expliquer la dtrersittf 
des coaleurs par une plus ou moins grande intensité' de lumière , devait être 
afTectë de quelque vice organique du genre de celui que je viens de men- 
lionner. 
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est tant soit peu relevé ; tandis que celles qui , au contraire « se 
sont habituées , de longue main , à des alimens d'un très-haut goût , 
finissent par les trouver insipides. 

Lorsqu'on entre dans le magasin d*un parfumeur ou dans tlne 
pharmacie , on est trcs>vivement affecté de Codeur des parfums ou 
des drogues qui y sont étalés , tandis que les personnes qui sont 
là tout le jour, pour servir le public, n'y font aucune attention. 

Le bruit d'un moulin ne trouble aucunement le sommeil du 
meunier qui se réveille subitement , au contraire , aussitôt que 
le bruit cesse. 

Enfin , la première fois qu*oh fait usage de lunettes vertes, tous 
les objets qui sont à la portée de la vue semblent se revêtir d'une 
teinte vcrdâtre qui paraît s'évanouir graduellement par un usage 
prolongé de cet instrument. 

Le second principe que nous établirons , et qui , comme nous 
Tavons déjà annoncé « résulte tout naturellement du premier , c'est 
que , si un organe reçoit simullanémeni deux impressions , sur tune 
desquelles il soit déjà blasé , il ne sera sensible quà celle-là seuh'- 
mant qui sera nouvelle pour lui. 

Ainsi , par exemple , si , outre la pression atmosphérique qui 
agit sans cesse sur tous les points de la surface de notre corps ^ 
nous recevons Timpression d'un vent léger, ce vent nous affec* 
tcra comme s'il agissait seul , et que la pression atmosphérique 
fût tout à fait nulle. 

Que quelqu'un, après avoir tenu long-temps dans sa bouche dé 
Tcau de fleur d'orange , y introduise ensuite un mélange d'eau de fleup 
d'orange et d'essence de girofle , la saveur de ce dernier liquide l'af^ 
fectera seule , et celle de Tautre sera pour lui comme non avenue» 

Si , dans une chambre fortement parfumée de lavande, on vient 
à présenter à quelqu'un « qui l'habite depuis long-temps , un sachet 
rempli de lavande et de thym , l'odeur de cette dernière planta 
l'affectera seule ; i( ne sera aucunement sensible à l'odeur de l'autre* 

Quelqu'un (}ui habitç sur le rivage de la mer ou 4ans le voU 
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âînage d'une chulc d'eau , s'accoutume bientôt au bruit des va- 
gues ou à celui du liquide qui s'écoule, et parvient ensuite à sai- 
âir facilement le plus léger bruit différent de celui-là. 

Si y tandis que quelqu'un porte attentivement ses regards sur 
un grand carton d'un rouge tjrcs-vif , exposé aux rayons du so- 
leil , on vient à jeter subitement sur ce carton un ruban violet , 
ce ruban lui semblera bleu , attendu que , blasé sur l'impression 
du rouge, par la contemplation du carton , son œil ne verra, dans 
le violet du ruban , mélange de rouge et de bleu , que la dernière 
de ces deux couleurs ; le ruban lui paraîtrait rouge., au contraire , 
si le carton était bleu. Daus cette nouvelle hypothèse , si l'on je* 
tait sur le carton un ruban vert , ce ruban semblerait jaune au 
spectateur ; ce même ruban lui paraîtrait bleu , au contraire , si 
le carton était de couleur iaune. Dans cette dernière hypothèse , 
un ruban orange , jeté subitement sur le carton , lui paraîtrait 
rouge ; ce même ruban lui paraîtrait jaune , au contraire , si , 
comme dans la première hypothèse , le carton était de couleur 
rouge. Dans tous ces différens cas , la couleur du ruban est com- 
posée de la couleur simple du carton , sur laquelle l'œil esl blas« 
et d'une autre couleur simple , par laquelle seulement l'organe 
peut être affecté. 

Il ne faudrait point être surpris , au surplus , si les expérien- 
ces de ce genre ne réussissaient pas également bien à toutes sor- 
tes de personnes , ni même à la même personne à différentes épo* 
ques ; il peut très-bien se faire , en effet , que d'individu à in- 
dividu , il y ait différences assez notables daus le temps nécessaire 
pour blaser un organe sur une impression qu'il reçoit , et les mê- 
mes différences peuvent exister , d'une impression a une autre , 
pour le même individu , à la même époque , tandis qu'au contraire, 
chez le même individu , l'âge ou d'autres circonstances peuvent 
faire varier le temps nécessaire pour que Torgane soit complète- 
ment blasé sur une même impression donnée. Ajoutons encore 
qjue , quand les expériences se prolongent au*dclà d'un certaia 



292 COULEURS 

terme , Vorgane se fatigue et ne se trouve plus consëquemment 
dans la disposition où il était quand on les a commencées. Ces 
remarques sont applicables aux expériences qu'il nous reste à dé- 
crire , comme à celles que nous avons déjà décrites. 

Les détails dans lesquels nous sommes entrés peuvent servir i 
rendre compte d*un grand nombre de phénomènes optiques que 
nous avons journellement l'occasion de remarquer. Que , par exem- 
ple les fcnâtres d'une chambre exposée au midi soient garnies 
de rideiux rouges , fermés. Pour qui entrera subitement dans cette 
chambre , aucun objet ne se présentera sous ses couleurs effec- 
tives. Les objets rouges sembleront d'un rouge plus intense , le 
blanc sera rosé , le bleu semblera violet et le jaune orangé. Mais 
ces apparences ne subsisteront pas long-temps , et , du moment 
que, pai* l'effet d'un séjour suffisamment prolongé, l'œil du spec- 
tateur se sera blasé sur l'impression du rouge , il ne sera plus 
affecté que des différences , et tous les objets lui sembleront des 
lors avoir repris leur teinte naturelle* Des phénomènes analogues 
auraieqt lieu si les rideaux , dont nous supposons les fenêtres gar- 
nies,, au lieu d'être de couleur rouge , étaient de couleur jaune 
ou de couleur bleue, ou même d'une couleur composée quelconque. 

On peut aussi fajre des expériences analogues avec des verres ' 
colorés transparens. Si , par exemple , je place entre mes yeux et 
les objets extérieurs un verre transparent coloré en rouge, tous 
ces objets me présenteront , au premier aspect , les mêmes appa- 
rences que me présentaient les objets de l'intérieur de la chambre 
dont je supposais , tout à l'heure , les fenêtres garnies de rideaux 
rouges I au moment où j'y suis entré ; mais cette apparence sera 
do peu de durée , et j'en viendrai bientôt à juger de la couleur 
des objets comme je le ferais à la vue simple. On obtiendrait des 
résultats analogues en employant des verres transnarens de toute 
autre couleur , simple ou composée. 

Enfin , les mêmes choses peuvent se remarquer de nuit , lors* 
qu^oD éclaire les objets avec des feux diversement colorés ; et ? 
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c^est parce qu'il est rare de trouver une lumière artificielle par- 
faitement blanche , qu'on juge généralement si mal de nuit de la 
couleur réelle des objets. 

On pourrait dire , d'après cela , qu'il n'est pas absolument cer- 
tain que la lumière solaire soit parfaitement blanche. Si , en ef- 
fet , cette lumière était décidément rouge , nous nous trouverions 
exactement sur cette terre comme dans la chambre garnie de ri- 
deaux rouges , dont il a été question ei-dessus , et notre œil , frappé 
seulement des différences , jugerait exactement de la couleur des 
objets comme il en juge lorsque ces objets sont éclairés par la lu- 
mière blanche. On voit même que la lumière solaire pourrait va- 
rier de couleur , d'un jour à l'autre , ou même passer graduelle- 
ment d'une nuance à une autre , dans le cours d'une même jour- 
née , sans que nous nous en doutassions aucunement. 

Lorsqu'au commencement de ce siècle on chercha à faire re- 
vivre l'hypothèse , long- temps délaissée , à l'aide de laquelle Huy- 
gens avait tenté d'expliquer les phénomènes que la lumière nous 
présente 9 et qui consiste, comme l'on sait, à assimiler les phé- 
nomènes optiques aux phénomènes acoustiques , ma plus forte ob- 
jection contre cette hypothèse , et qui me tenait encore attaché à 
celle de Newton , consistait en ce que le rouge , le jaune , le bleu 
et toutes les couleurs qui résultent du mélange de celles-là , sont 
telles , absolument et en elles-mêmes , tandis qu'un son , au con- 
traire , n'^est grave ou aigu que relativement ; de telle sorte qu'un 
même son peut être indistinctement uni//, un mi ou un sol ^ ou 
même tout autre son intermédiaire , suivant la tonique , tout à fait 
arbitraire , à laquelle on voudra le rapporter. Les réflexions que 
î'aî faite» postérieurement sur le phénomène des couleurs relatives 
m" ont paru , si non répondre complètement à cette objection , du 
moins lui ôter une grande partie de sa force , en montrant que 
les couleurs , comme les sons , ne nous présentent souvent tel 
ou tel aspect que relativement. A la vérité , comme dans la sé- 
rie des sons perceptibles i Toreille , on rencontre une suite d'ut, 



294 COULEURS 

une sullc de mi , une suite de sol , les uns plus graves et les au- 
tres plus aigus , il resterait toujours à expliquer, dans le parallèle 
qu'on voudrait établir entre les sons et les couleurs , pourquoi , 
dans la série des couleurs perceptibles à Tœil , on ne rencontre 
pas plusieurs rouges , plusieurs jaunes et plusieurs bleus, et pour 
quoi conséquemnient Texpcrience du prisme ne nous présente pas 
une série de spectres , comme celle du monocorde nous présente 
une série de gammes. La réponse la plus plausible qu'on pour- 
rait opposer à cette objection , consisterait à admettre queleson* 
dulations de Téther, comme celles de Tair, ont des limites de ra- 
pidité et de lenteur, au-delà desquelles les premières cessent d'èlre 
perceptibles à Tœil comme les derniers cessent de Têtre à Voreille » 
mais que ces limites sont beaucoup plus resserrées pour les ondu- 
lations de Téther que pour celles de Tair. On conçoit, en effets 
que si , par exemple , pour qu'un son fût perceptible à Toreille » 
il était nécessaire que le corps sonore n'exécutât ni moins de loa 
ni plus de 200 vibrations par seconde , nous ne connaîtrions qu'une 
gamme unique en acoustique , comme nous ne connaissons qu'un 
spectre unique en optique. Au surplus , tout en hasardant cette 
explication , nous ne dissimulons pas qu'une analogie rigoureuse 
entre les sons et les couleurs nous paraîtra toujours très-difficile 
à bien établir. 

Apres cette digression , revenons à ce qu'on appelle propreaaenl 
couleurs accidentelles. Nous allons voir qu'à Taide de nos prin- 
cipes , il devient extrêmement facile, je ne dis pas seulement d'ex- 
pliquer, mais même de prévoir à l'avance les résultats des expé- 
riences qui leur sont relatives. 

Retournons d'abord à notre chambre garnie de rideaux rouges» 
Supposons que , ces rideaux étant percés de très-petits trous , assem 
distans les uns des autres , on reçoive les images de ces trous sur 
un grand carton très-blanc , et demandons-nous de quelle cou- 
leur ces images doivent nous paraître ? 
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La réponse à cette question est exlrêmeoient facile. Les images 
des trous sont réellement blanches , c'est-à-dire qu'elles offreni un 
mélange de rouge et de vert ; maïs comme tout le reste du car- 
Ion parait et est effectivement de couleur rouge , l'œil qui le con- 
temple assez long-temps pour se blaser sur cette couleur et la ju- 
ger blanche , ne voit plus , dans les Images réellement blanches 
des trous , que la couleur verte excédante. Les Images des trous 
doivent donc paraître vertes , et elles le paraissent en effet. 

Des résultats tout à fait analogues auraient lieu si les rideaux 
étalent de toute autre couleur ; la couleur apparente des Images 
des trous serait constamment complémentaire de celle des rideaux. 
C'est en cela que consistent les expériences dt Meusnier et de 
Hassenfratz. 

Voici des expériences du même genre qui ne paraissent point 
avoir été décrites , et des résultats desquelles on se rend aisément 
raison à l'aide des mêmes principes. 

SI , à travers un verre transparent coloré, on regarde assez long- 
temps un grand carton blanc exposé au soleil , pour que la couleur 
du verre n'ait plus d*in£Iuence et n'etfipêche plus conséquem- 
ment de juger le carton de couleur blanche , et qu'alors , sans 
Cesser de diriger son regard vers le carton , on retire subitement 
le verre , ce carton , pendant un temps plus ou moins long., sem* 
blera , à l'œil du spectateur , de la couleur complémentaire de celle 
au verre^ C'est ainsi « 6n pârltculier , que les péi'sonneB qui font 
habituellement usage de luil6ttes vertes , voient tous les objets sous 
une apparence rougeâtre « au moment où. ils les quittent. 

Il faut , au surplus , pour obtenir un plein succès de ces sor- 
tes d'expériences , se tenir soigneusement en garde contre les re- 
flets latéraux et toutes les autres causes étrangères qui pourraient 
en compromettre les résultats. 

Les détails dans lesquels nous sommes entrés jusqu'ici tendent 
1 prouver qu'un article , sUr le sujet qui nous occupe , pourrai^ n'ê- 
tre point du tout déplacîé dans le Journal' des modes. Il faut dlrct 
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au surplus , qu'en ceci , comme en beaucoup d'autres choses , Vins- 
tinct des femmes les sert merveilleusement bien , et beaucoup 
mieux , peut-être , que ne pourraient le faire les conseils des plus 
habiles physiciens. C'est probablement cet instinct qui a mis en 
vogue , parmi elles , les chapeaux verts doublés en rose. Cetle com« 
binalson de couleurs est , en effet , extrêmement heureuse. La 
couleur rose de la doublure réfléchit une couleur pareille sur leur 
visage ; et Toell des personnes qui les abordent « bientôt blasé 
sur le vert de Textérieur de leur coiffure , en devient d'autant 
moins sensible à ce quil pourrait y avoir d'analogue dans leur 
carnation. Ce qu elles pourraient faire de plus contraire à Tincar- 
. nat de leur teint , serait de porter des chapeaux violets , doublés 
en jaune , ou des chapeaux rouges , doublés en vert ; aussi très* 
peu d'entre elles s'en sont elles avisées (*). 

Je passe à des phénomènes d'un antre ordre « en apparence 7 
dont on se rend également raison , à Talde des mêmes principes. 

SI Ton regarde long-temps et fixement une petite tache rougft 
sur un carton blanc exposé au soleil , on la verra bientôt bor- 
dée d'un liséré vert « plus ou moins étroit. Si alors on porte su- 
bitement son regard sur un autre endroit du carton , on croira 



(^) Voici encore des phénomènes da même genre que ceux qae fai 
dësrits plus haut , qae î*ai eu long-temps Toccasion d^observer. Les rayons 
du soleil ne parviennent le matin , Tété , dans une des classes de Mathématiques 
du collège de Montpellier , exposée au levant , qu'après avoir traversé le feuil- 
lage des accacias dont la cour est plantée. Quand on entre dans cette classe , 
tous les objets intérieurs se présentent sous une teinte verdâtre qui , peu i 
peu t semble s^effacer ; mais alors un autre phénomène succède ; toutes les 
traces de craie , sur la planche noire , semblent se revêtir d^une teinte plus 
ou moins rosée. Le même phénomène se remarque , au milieu du jour ^ 
dans TAmphithcâtre de la Faculté des sciences , dont les fenêtres , exposées 
ail niMi I sont garnies de jalousies récemment peintes en vert* 



ACCIDENTELLES, 297 

j Toir une iaclie de mfime grandeur , de même figure et de même 
fitoatîon , colorée en vert. 

Expliquons d*abord la seconde partie du pTiénomSne. La taeke 
vouge du carton affecte une portion déterminée de la rétine , la-« 
quelle , par Teffet d*nne contemplation suffisamment prolongée « 
finit par se blaser sur Timpression du rouge. Lorsqu'cnsuite l'œil 
se dirige subitement vers une autre partie du carton , cette même 
portion de la rétine se trouve impressionnée par la lumière blan-* 
cbe , c'est-â-dire , par une cambinalson de rouge et de vert ; mais 
tes- eilrémités nerveuses étant alors devenues iuscnsFbles à l'Im* 
^pression delà couleur rouge , la couleur verte doit seule les aff*ecter^ 

On voit aisément par là que , si Toeil , en contemplant d*abord 
)a tacbe rouge , pouvait demeurer rigoureusement immobile , il 
n^y apcrcevraît aucune bordure, mais il ne saurait en être ainsi ; 
et I quoi qu aient pu dire certains pbysfologistcs y de l'existence , 
dans les muscles des bommcs et des animaux , de j^e ne saFs quelle 
force de situation fixe , la vérité est qu*au contraire la fixité est , 
pour les muscle» , un état tout à fait contraint , dans lequel i!» 
ne sauraient persister quelques instans que d'une manière impar- 
faite. Lors donc que nous dirigeons nos regards vers mie tache 
rouge , située sur un fond blanc , notre tête oscille toujours plus^ 
ou moins ; de telle sorte qu'il n'est pas vrai de dfre que la tache 
se peFgne sur une portion tout à fait détorm^inée de la réiiiie , 
elle vacille un peu, en tous sens, sur cette membrane. II n'y a 
donc proprement que la portion de la rétine commune à toutes 
les images de la tache qui doive être consfammcnt affectée de lim- 
pression du rouge , tandis que les bords de cette portion reço:- 
vent , d'instant eu instant , l'impression du blanc qui , comme 
il a été expliqué plus^ haut , doit s'offrir sous l'aspect du vert ; 
et de là le liséré vert que l'on remarque autour de la tache , \\^ 
séré d'autant plus large et pâle que la tête oscille davantage. On 
voit même que la tache pourrait être de tellement petites dimeu" 
sions qu'elle parût verte en totalité. 

Tom. XXI^ 39 
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Il est aisd devoir, diaprés les explications théoriques dans les* 
quelles nous venons d'entrer , que , le carton étant toujours sup-; 
pose blanc , si la tache , au lieu d'être rouge , était de couleur 
verte, elle semblerait bordée de rose , et , eu portant les regards 
en un autre endroit du carton , on croirait y voir une tache 
rose , de même figure , grandeur et situation que celle-là. 

Si la tache était jaune, elle semblerait bordée de lilas; et 
c'est aussi une tache de cette dernière couleur qu'on croirait aper- 
cevoir , en portant ses regards autre part sur le carton. Il est 
presque superflu d'ajouter que si, au contraire, la tache était 
violette 4 son bord , ainsi que la tache idéale , paraîtraient couleur 
cilron. 

Enfin , si la tache était bleue , son bord et la tache idéale 
sembleraient de couleur orange ; le bord et la tache idéale sem- 
bleraient bleus , au contraire , si la tache effective était de cou^ 
leur orange. 

Généralement , quelle que puisse être la couleur de la tache 
efleclive , son bord et la tache idéale sembleront toujours de la 
couleur complémentaire de celle-là. 

Tous ces phénomènes ont été expérimentalement découverts 
par BuSba ; mais on voit aisément qu'on aurait fort bien pu les 
prévoir , à priori , sans recourir à aucune expérience. En voici 
d'autres qui n'ont pas été expérimentés , mais sur lesquels néan- 
moins on ne saurait élever Je moindre doute. Us sont relatifs à 
des carions colorés. 

Si le carton est vert et la tache effective jaune , le liséré et la 
tache idéale sembleront de couleur bleue ; ils sembleraient , au 
contraire, de couleur jaune, si le carton étant toujours vert, la 
tache effective était bleue. 

Si le cartpn est violet et la tache effective bleue , le liséré et 
la tache idéale sembleront de couleur rouge ; ils sembleraient, au 
contraire , de couleur bleue si , le carton étant toujours violet , 
la tache effective était rouge. 
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Si enfin le carton est de couleur orange et la tache effective 

ronge , le liséré et la lâche idéale scmhleront de couleur jaune ; 

ils sembreraient , au contraire , de couleur rouge » si le carton 

étant toujours orange , la tache effcctiTe était jaune. 

Il ne faut point perdre de vue , au surplus , que, d'après ce que 
nous avons dit plus haut , ces expériences peuvent ne pas réussir 
également bien pour toutes sortes de couleurs ou pour toutes tor- 
ies de personnes , ni même pour la même personne en diverses 
circonstances ; mais ce sont là de pures exceptions accidentelles , 
qui ne sauraient rien ôter à la vérité du principe général. 

Il est certains phénomènes dans Texplicalion desquels il faut te- 
nir compte , non seulement des principes sur lesquels nous nous 
sommes appuyés jusqu'ici, mais encore d'une persistance plus ou 
moins durable des impressions reçues parTorgane, après que la 
cause qui les a produites a cessé d^agir; persistance suflisamment 
prouvée par Texpérience du charbon allumé qui , agité rapidement 
dans l'obscurité , offre l'apparence d'un ruban de feu continu. 

Par exemple, si, pendant un temps plus ou moins prolongé, 
on regarde fixement le soleil , ce qui ne peut se fairie impunément 
qu'un peu après son lever ou avant son coucher; en portant en- 
suite subitement ses regards sur d'autres objets , on croira y voir 
tantôt une tache brillante et tantôt une tache noire , dune gran- 
deur égale à la grandeur apparente du disque solaire. lia tache 
noire qui , communément paraît la dernière , est très-facile à ex« 
pliquer ; elle tient à ce que la portion de la rétine ou l'image 
solaire s'était peinte , éprouve , par l'effet de l'action trop vive de 
cet astre , une sorte de paralysie momentanée qui la rend , plus 
ou moins long- temps, insensible à la lumière, beaucoup plus fai- 
ble , qui peut lui venir des autres objets ; et , quant à l'appa- 
rence lumineuse qui précède , elle tient à ce que Vimpression que 
l'œil a reçu des rayons solaires , à raison de son extrême vivacité , 
survit plus ou moins long-temps à l'action de ces mêmes rayons. 

Ij^ous ne saurions ici , sans excéder les bornes que nous devons 
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nous prescrire , entrer dans le délaîl de tous les phénomènes dans 
lesquels les couleurs accidentelles ou relatives jouent un rôle plus 
ou moins important ; nous terminerons donc par un cas qui , bien 
qu'il soit journellement sous nos yeux , avait néanmoins échappé 
jusqu'à BufTon à l'attention des observateurs. 

Les ombres que les corps opaques projètent sur les surfaces pla- 
cées dans leur voisinage , sembleraient devoir Être parfaitement noi- 
res , puisqu'elles sont Teffet d'une privation de lumière; mais, à 
raison des reflets qui viennent des autres objets ou même de la 
lumière envoyée par les nuages , ces ombres sont d'un gris plus 
ou moins clair. Néanmoins , à l'époque du lever et à celle du 
coucher du soleil , ces ombres paraissent quelquefois d'uo bleu ou 
d'un vert très-sensible , surtout lorsqu'elles se projètent sur une 
surfajce blanche. Cela tient à ce qu'alors la lumière solaire , ayant 
à traverser les vapeurs atmosphériques , avant de parvenir aux ob- 
jets qu'elle éclaire , peut , suivant la nature de ces vapeurs , pren« 
dre une teinte orange ou rouge , plus ou moins prononcée , qu'elle 
communique à la portion de la surface blanche qui environne 
Tombre ; cette portion « bien que nous la jugions encore blan- 
iche. est donc réellement orange ou rouge , et son aspect doit nous 
porter à juger bleu ou vert le peu de blanc dont se compose la 
teinte plus ou moins grise de l'ombre. 

Je ne pense pas qu'il existe aucun fait du genre de ceux que nous 
avons passé ici en revue qui , bien examiné , ne puisse trouver 
son explication dans les principes fort simples qui nous ont con- 
duit à l'explication de ceux-ci. 

Je sensj en terminant , le besoin de m'excuser auprès de mes 
lecteurs d'oser leur présenter une ébauche si imparfc^ile , que j'ai 
eu à peine le temps de relire avant de la livrer à l'impression ^^ 
et qu'il m'a fallu interrompre sans cesse en la composant ; mais 
je n'ai le loisir ni de rédiger , pour mon propre compte , des ar- 
ticles plus sérieux ou plus soignés , ni d'examiner les mémoire^ 
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qui me sont adressés du dehors aver. assez de soin pour m*assu- 
rer jusqu'à qi^el point, ils sont dignes de voir le jour ; et » dans 
une lelle situation , j'aime beaucoup mieux courir le risque de me 
compromettre moi-même que de m*exposer à compromettre au- 
trui , ainsi qu'il m'est malheureusement déjà arrivé une fois« J*a« 
vais espéré qu'après les deux ou trois premiers mois d'une admi- 
nistration acceptée par pur dévouement , au milieu des convuU 
^ions politiques , les choses reprendraient leurs cours ordinaires • 
et qu'alors je pourrais jouir de quelques loisirs ; mais l'état de 
crise se prolonge, sans qu'on puisse facilement en prévoir le terme. 
De telles circonstances sont bien peu favorables aux méditations 
scientifiques. 
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Démonstration des deux théorèmes de géométrie 
énoncés à la pag. 182 du XIX.^^ volume du 
présent recueil; 

Par M. Crova, professeur de,malhëmatîques spëcidles au 

collège de Perpignan. 
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XHÉORÈHE L Les milieux des cordes înterceplus par une ligne 
du second ordre , sur des droites issues dun même point , sont sur 
une autre conique qui lui est homothêiique et qui passe par le point 

dont il s agit. ^ , 

Bemonstrafion. Soit pris lé point donné pour origine dés coor- 
données auxquelles nous supposerons d'ailleurs une direction quel- 
conque, et soil alors l'équation de la courbe pressée 
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Jx^'hBy-h^Cx^+2Dx+oEf+Fj'=:zo . (i) 

Soii alors ^''=/ii:r T^quation de Tune des droites dont tl s'agit; on 
obtiendra les coordonn4fes de ses points d'intersection avec la courbe , 
en considérant leurs équations comme celles d'un même problème 
déterminé , ce qui , en éliminant jr entre elles donnera , pour 
avoir les valeurs de x qui répondent à ces intersection* , récjua* 
lion du second degré , 

(^4-^m*4-2Cm)jr'4-5(Z)+jEm)a:4-F=o . 

Si Ton représente par x^ la valeur de x qui répond au milieu de la 
corde interceptée , cette valeur sera , comme Ton sait , la demi-somme 
des valeurs de. a: données par cette équation. Or, dans une 
équation du second degré , sans coefficient à son premier Urme , 
le coefficient du second terme , pris en signe contraire , est égal 
à la somme des racines « d*où Ton voit qu*on aura 
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OU bien encore 

£x^m'+(2Cx^'+E)m+(Jx^+D)=o . 

Si , de plus , on représente par ^ la valeur de ^ qui répond à ce 
milieu, on aura 

yf^zmx' ; 
éliminant donc m entre ces deux équations , Téquation résultante 

'^jy*+i?/'VaCary+2)ar'4.jE/=o , (2) 
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sera celle du lieu des milieux des cordes interceptées parla courbe 
proposée sur toutes Icsdroites issuesdu point donné. Or , cette équa- 
tion est du second degré, d'où II suit quç la courbe dont îl s*a-* 
git est une. ligne du second ordre ; cette équation est privée du 
terme indépendant de x et de ^ , d'où il suit que la courbe en 
question ps^se par Torigine , c'est-à-dire , par le point donné ; en- 
fin les coeddciens des termes du second ordre dans Téquation (2) 
sont les mêmes que dans Téquation (i) ; d'où îl suit que la nou-*; 
velle courbe est homotbétique avec la première. 

THÉORÈME II, Les milieux des cordes interceptées par une surface 
du second ordre , sur des droites issues dun même point de ï espace , 
sont sur une outre surface du second ordre qui lui est homothéti^ 
que et qui passe par le point donné. 

Démonstration. Soit pris encore ici Le point donné pour origine des 
coordonnées qui pourront d'ailleurs avoir des directions quelcon-* 
ques , et soit alors 

réquation de la surface dont il s'agit. Une quelconque des droi^ 
tes issues du point donné aura des équations de la forme 

x:=zmt i yzznnz • 

Si , considérant ces trois équations comme celles d'un même pro- 
blème déterminé , on élimine entre elles x t\ y ^ l'équation ré- 
sultante en z donnera les valeurs de z qui répondent aux deux 
extréoiilés de la corde interceptée. Cette équation est 

Si l'on représente par z' la valeur de z qui répond au milieu de 
cette corde 9 pour les mêmes raisons que ci-dessus , on aura 
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Gm+rin^-K 

au bîcR 

Sî de plos , on rcpriJsenie rcspccllvcmeni par s^ et y les yaleitrs 
de' X cl r q"î répondent aux mêmes miKeux , on aura 
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éliminant m et fi entre te^ trois, équations , Téquatlon résultante 

aéra celle du lieu à^% milieux des cordes interceptées par la sar^ 
face proposée sur toutes les droites issues du point donné ; or , 
cette équation esi une équation du second^ degré , dépourvue du 
terme indépendant deor^ ,^ et z' , et dans laquelle les coefficiens 
des termes du second ordre sont les mêmes que ceux de Téqua- 
lion (t)f donc le lieu dont il s'agît est une surface du second 
osdre , homothétique avec la. surface proposée ; et passant par le 
point donné* 
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PHILOSOPHIE MATHÉMATIQUE. 

Préliminaires d'un cours de Mathématiques 

pures ; 

Far M. GERGONNEt 
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Première Leçon. 
Objet des sciences malhémalîques. 

XjES êtres divers qui vivent sur noire terre naissent généralement 
pourvus de toutes les facultés et doués de toute lintelligence qui 
leur sont nécessaires pour se conserver , pourvoir à leurs besoins 
divers et rendre leur existence aussi heureuse que le comporte 
leur nature. Un même jour voit le papillon déchirer sa chrysa- 
lide , déployer s^s ailes brillantes et butiner le nectar des fleurs 
de nos parterres. Le cailleteau , traînant encore après lui les dé« 
bris de la coque où Tinstant d'auparavant il était retenu captif, 
démêle aussitôt , parmi des graines diverses , celle qui peut le mieux 
lui servir d'aliment. Le faon , à peine échappé des flancs de la 
biche , bondit avec grâce dans nos prés. L'homme seul a besoin 
de tout apprendre; ses premiers accens sont des cris de douleur , 
et Tépoque de son entrée dans la vie en marquerait infaillible- 
ment le terme , si des soins les plus assidus ne venaient , du- 
rant un temps plus ou moins long , au secours de sa débilité. 
Il nait avec des yeux ; mais il ne sait d'abord ni les tourner vers 
les objets qu'il est intéressé à connaître , ni leur faire prendre la 

Tom. XXI, n.^ ii , i/' Mai i%Zi. 40 
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configuration propre à leur faire apercevoir ces objets d'une ma- 
nière distincte. Il est pourvu de bras mobiles dont les extrémi- 
tés sont ingénieusement articulées ; mais ce n'est qu'après des 
essais multipliés et long-temps infructueux , qu'il parvient à les 
diriger sûrement vers ce qu'il veut saisir , et , du moment qu'il 
a atteint le terme de cet apprentissage , une surveillance de 
tous les instans devient nécessaire pour soustraire à sa vue « pour 
écarter de sa main, tout ce qui pourrait le blesser, tout ce dont 
il voudrait imprudemment faire sa nourriture. Ses extrémités in- 
férieures sont destinées à soutenir le poids de son corps , a le 
transporter vers les objets auxquels son bras ne saurait atteindre , 
et à le soustrai'*e , par la fuite , aux dangers divers qui pourraient 
le menacer ; mais combien ne lui faudra-t-il pas de temps pour 
apprendre à se tenir ferme sur ses pieds ? et combien de chutes 
douloureuses n'aura-t-il pas à essuyer avant de savoir marcher 
et courir? Plus tard , et plus péniblement encore, il étudiera 
les sons vocaux et les caractères visuels à Taide desquels les in- 
telligences communiquent entre elles ; il apprendra à produire 
lui-même ces sons et ces caractères , et alors seulement il méritera 
de prendre raqg dans la société et de compter pour quelque chose 
au milieu de ses semblables. 

Peut-être aurions-nous tort de nous plaindre d'avoir été traités 
par la nature d'une manière si peu libérale. Si des hommes qui 
ont fait une étude spéciale des mœurs des diverses classes d'êtres 
qui vivent sur notre terre , voulaient prendre la peine d'en faire un 
examen comparatif, peut-être trouveraient -ils finalement que, 
toutes choses égales d'ailleurs , les plus industrieux et les plus in- 
telligens d'entre eux , sont ceux-là même dont l'éducation est la 
plus lente. Si , en effet , la nature avait pris soin de nous ga- 
rantir contre la rigueur des frimats et les ardeurs de la canicule ; 
si elle avait placé partout à notre portée des alimens immédiate- 
ment propres à notre subsistance ; si elle ne nous avait point en* 
Vironnés d'animaux hostiles , ou s i du moins elle nous avait armés 



^ 
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de défenses snfTisanles contre leurs altaques ; si , dès notre en- 
trée dans la vie , nous avions pu nous passer de l'assistance des 
auteurs de nos jours ; si , en un mot , la nature avait tout fait 
pour nous , peut-être n'aurions-nous pas songé à rien ajouter aux 
avantages dont elle nous aurait doués ; peut-être Tart social se^ 
rait-il encore à naître ; et notre vie , assez semblable à celle des 
plantes , n'offrirait sans doute d'autre spectacle que celui d'une 
continuelle et monotone répétition des mêmes actes. C'est donc 
précisément , peut-être , par cela même que la nature nous a trai- 
tés d'une manière si sévère que nous sommes parvenus à nous 
l'assujétir et à nous en rendre les suprêmes dominateurs. 

Si c'était ici le lieu d'expliquer comment , malgré l'excessive 
inégalité d'intelligence qui se fait remarquer entre eux , dans un 
âge plus avancé , tous les hommes néanmoins réussissent à peu 
près également bien dans le premier apprentissage de la vie so- 
ciale , je ferais d'abord observer qu'il ne s'agit uniquement là que 
de connaissances qui touchent essentiellement à notre conserva- 
tion et à notre bien-être de tous les instans , et qu'on apprend 
toujours très-bien et très-vite ce qu'on est fortement intéressé à 
bien savoir. Je ferais observer , en second lieu , qu'excepté peut- 
être les heures du sommeil , la vie d'un enfant en bas âge est 
un apprentissage continuel ; et qu'on ne saurait manquer de sa- 
voir bientôt ce dont on fait une étude de tous les instans. Je fe- 
rais observer enfin que l'enfant en bas âge étudie sans maître , 
qu'aucune tâche ne lui est imposée , qu'aucune gêne ne lui est 
prescrite, ni pour le choix des sujets d'études ni ^pour la ma- 
nière ni pour le temps ni pour le lieu ; que personne ne vient 
systématiquement, et à des heures fixes, détourner son attenii<>n 
d'un objet qui l'intéresse, pour la diriger forcément vers un au- 
tre qui alors lui offre moins d'attrait ; et que nous ne faisons 
rien de mieux que ce que nous faisons librement et en suivant 
notre pente naturelle. Je pourrais ensuite tirer de ces diverses re- 
marques quelques conséquences pratiques , relatives à l'art d'€n- 
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seigncr, et apprécier ainsi , avec une équitable et impartiale séfé- 
rilé , tant de mclhodes d'enseignement prônées tour à tour d'une 
manière fastueuse , par la cupidité et le charlatanisme , et que 
le besoin Lien senti d'améliorations notables dans nos. plans d'é- 
tudes a fait quelquefois accueillir par des âmes généreuses avec 
beaucoup trop de faveur. 

Mais qu'il me suffise de noter ici qu'il est un fond commun 
de connaissances dont tous les hommes parviennent également à 
se mettre en possession , les plus ineptes comme les plus intelli-» 
gens ; que ce fond , â y regarder de p**ès , est beaucoup plus ri- 
che qu'on n'est généralement porté à le supposer ; et qu'à l'épo- 
que où le vulgaire se figure que l'éducation commence , l'enfant 
même qui passe pour le plus stupide sait déjà incomparablement 
plus de choses que ne pourra se promettre d'en apprendre le plus 
heureusement organisé , dans tout le cours d'une longue et4a- 
borieuse carrière. 

Un besoin insatiable d'aliment et d'activité , que souvent l'esprit 
partage avec le corps , ou peut-être seulement le besoin d'un pré- 
servatif contre l'ennui qui naît de l'oisiveté, a déterminé des hom- 
mes , doués (V'un esprit méditatif, à consacrer leurs loisirs à des ré- 
flexions , à des recherches spéciales sur certaines branches du sa- 
voir commun , dans la vue de les mieux étudier , d'y découvrir 
des rapports et des combinaisons inaperçus jusqu'à eux ; et c'est i 
l'ensemble des résultats de leurs travaux qu'on a donné le nom 
de sciences ; tandis qu*on a appelé savons les hommes qui , sans 
même ovoir pris aucune part à la découverte de ces résultats , 
•ont néanmoins parvenus à se les rendre familiers. Ce n'est qu'im- 
proprement qu'on applique quelquefois ce qualificatif aux inven- 
teurs même des sciences. 

Toute science donc , quel qu'en puisse être d'ailleurs l'objet , 
n'est , comme on le voit , que l'extension et le développement de 
quelque connaissance généralement familière à tous. Une science 
même ne saurait être vraiment digne de ce nom qu'autant qu'elle 
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se rattache à ces notions rulgalres » à ce fond commun de con- 
naissances universellement répandues parmi les hommes ; et de là 
cette maxime qui « pour si triviale qu'elle puisse paraître , n en 
eèt pas pQoins trop souvent négligée par ceux qui parlent ou qui 
écrivent dans la vue d'instruire les autres ; savoir : que et ri est 
quen partant de ee que nous savons déjà qu'on peut espérer de nous 
conduire à ce que nous ru sat^ons pas encore. Découvrir des consé- 
quences non encore aperçues de quelques vérités déjà admises , 
c'est inventer ou perfectiormer une science ; faire apercevoir à au- 
trui la filiation ^ntre ces conséquences et les vérités auxquelles el- 
les se rattachent , c'est X enseigner. Les découvertes , dans quelque 
science que ce puisse être , sont Tapanage exclusif du génie qui 
crée et combine ; pour les étudier , au contraire , il suffit simple- 
ment du bon sens qui conçoit. 

Les sciences peuvent différer les unes des autres ou par la di- 
versité des objets auxquels elles se rapportent ou par les divers 
points de vue sous lesquels elles envisagent les mêmes objets ; 
et 9 lorsqu'on s'engage dans l'étude d'une science, le premier soin 
qu'il convient de prendre est de se former une idée bien précise 
de son étendue et de ses limites , afin de ne pas courir le dou- 
ble risque et d'en négliger des applications importantes ou d'en 
faire inconsidérément des applications déplacées. On peut deman- 
der plus encore, et , à raison des nombreux points de contact 
qu'ont entre elles les diverses branches du savoir et des secours 
qu'elles peuvent mutuellement se prêter , on peut désirer de sa- 
voir , en particulier, quelle est précisément la place qu'occupe la 
«cience qu'on se propose d'étudier dans le système général de nos 
connaissances. Livrons-nous donc à cet examen par rapport à la 
science qu'un homme célèbre , à toute autre titre , n'a pas hésitjé 
de proclamer la première de toutes. 

Si quelqu'un , en nous présentant un homme fait et un enfant 
eu bas âge , nous disait du premier que sa taille est exactement 
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double de celle du second , qu'il pèse neuf fois plus que lui et 
qu'il est onze fois plus âgé , il n'y aurait certainement rien , dans 
de telles assertions , qui dût nous surprendre , et nous concevrions 
très-aisément qu'on ait pu parvenir à assigner avec précision tous 
ces divers rapports. Mais si la même personne ajoutait que Tin- 
telligence de 1 homme fait , est exactement ou seulement à peu près 
quintuple de celle de Tenfant , nous nous récrierions aussitôt , et 
non sans raison , parce qu'en effet nous ne concevrions pas qu'on 
pût parvenir , à l'égard de telles qualités , à des comparaisons 
aussi rigoureuses. 

Ce simple exemple suffit donc pour nous faire comprendre clai- 
rement que les objets de nos pensées peuvent être rangés en deux 
classes très-distinctes , dont l'une comprend tous les objets qui 
peuvent être exactement comparés à d'autres de même nature 
qu'eux , tandis que l'autre renferme tous ceux qui ne peuvent 
être que vaguement comparés à ceux de leur espèce. Dans la pre- 
mière classe , on peut ranger , par exemple , les nombres , le temps , 
l'étendue , soit en longueur , soit en surface , soit en volume ; dans 
la seconde se trouvent entre autres toutes les qualités morales et 
les facultés 'intellectuelles , tels que le génie , le courage , le dé<* 
sintéressement , etc. 

Or y comme rien n*est plus propre à aider l'action de la pen- 
sée que d'affecter des dénominations spéciales aux objets qui se 
distinguent de tous les autres par des qualités qui leur sont ex* 
clusivement propres , nous convenons , pour Tavenir , de désigner 
sous la dénomination de grandeurs ou de quantités les objets de 
la première sorte , c'est-à-dire , les objets que Ton conçoit Are ri" 
goureusement comparables à tous ceux de leur espèce ; sur quoi noms 
devons nous hâter de faire remarquer que ces mots ne sont point 
pris ici sous leur acception vulgaire. Dans le langage ordinaire , 
en effet , le mot grandeur exprime l'état de ce qui est fort étendà 
ou fort élevé , soit au physique , soit au moral , et le mot quan-* 
tité, équivalent du mot multitude, emporte avec lui l'idée de la 
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rëunion d'un très-grand nombre d'objets ; tandis qu'ici , dans le 
seoi< particulier que nous attachons à ces deux mots , un objet uni- 
que , quelque minime qu'il puisse être d'ailleurs , sera réputé 
grandeur ou quantité , par cela seul qu*il sera rigoureusement com- 
parable à d'autres objets d'une nature pareille à la sienne ; de 
sorte que , sous ce point de yuc , les mots grandeur et quantité 
doivent être considérés comme tout à fait synonymes. Seulement 
le mot grandeur est employé de préférence dans le style élevé. 

II arrive assez fréquemment , dans la langue des sciences , de 
détourner ainsi les mots de leur acception commune , pour leur 
donner une signification plus ou moins différente de celle que la 
langue vulgaire a consacrée. C'est là , sans contredit , une chose 
très-fâcheuse, tant parce que , pendant un temps plus ou moins 
long , l'espit éprouve une sorte de peine à séparer l'acception 
scientifique d'un mot, de son acception vulgaire , que parce qu'on se 
trouve quelquefois contraint de l'employer sous ses deux acceptions 
dans une même phrase, ce qui entraîne inévitablement de l'embarras 
dans le langagt et de la confusion dans les idées « et ajoute ainsi , sans 
aucune nécessité ni compensation , aux difficultés que présente 
naturellement l'étude des sciences. II vaudrait sans doute incom- 
parablement mieux , en telles rencontres , créer des mots tout à 
fait nouveaux ; mais la répugnance du public pour ces sortes de 
créations , répugnance non moins invincible qu'elle est peu fon- 
dée , et qui nuit beaucoup à la netteté du langage , et par suite 
au développement de l'esprit humain , y oppose un obstacle in- 
surmontable, et nous impose impérieusement la loi de parler ici 
comme tout le monde. 

Il faut donc se tenir pour bien averti que , lorsqu'à l'avenir 
nous employerons le mot grandeur ou le mot quantité , ce sera 
comme l'équivalent de ceux-ci : objet rigoureusement comparable 
aux autres objets de même nature que lui. Lors donc que nous vou- 
drons découvrir si un objet ^terminé est ou n'est pas de la classe 
de ceux que nous pommons grandeurs ou quantités , nous n*au« 
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rons aulre chose à faire que de concevoir un autre objet de même 
nature que celui-là , et de nous demander si nous trouverions rai- 
sonnable ou inepte que Ton prétendit as&igner un rapport précis 
entre fun et Taulre. Dans le premier cas , Tobjet en question 
sera grandeur ou quanlilc ; dans le second , il ne le sera pas» 

Ainsi, par exemple , nous jugeons que le poids d'un coips est 
une quantité ou grandeur , parce que nous trouyerions tout na- 
turel que quelqu'un , après Tavoir comparé au poids d'ai autre 
corps , nous dit que cinq fois le premier fait précisément trois 
fois le second ; mais nous trouverions fort étrange, au contraire» 
que quelqu'un vint nous affirmer sérieusement que sept fois le 
génie de Galilée fait exactement onze fois celui d'Huy^ns ; d'où 
nous devons conclure que le génie n^est point de ces objets que 
nous avons entendu comprendre sous la dénomination de gran<- 
deur ou de quantité. 

Il est , au surplus , aisé de reconnaître , d'après cela , que Tari 
de découvrir parmi les objets de nos pensées « ceux auxquels on 
peut justement appliquer la dénomination de grandeur ou de quan- 
tité I se réduit finalement à Tart de discerner quels sont ceux 
dont on peut reconnaître l'égalité rigoureuse lorsqu'elle a lieu. 
Dire , en effet , d'une longueur qu'elle est les trois quarts d'une 
autre longueur , c'est dire , en d^autrcs termes , que quatre fois 
la première est égale à trois fois la seconde , ou encore que la 
troisième partie de la première est une longueur égale a la qua« 
trième partie de la seconde. 

Au moyen de cette remarque , l'art de démfler ce qui est gran« 
deur ou quantité de ce qui ne l'est pas , se trouve réduit à la plus 
grande simplicité. Tout se réduit , en effet, a se demander de 
Tobjet que l'on considère , si l'on conçoit ou non qu'il soit possible 
de reconnaître qu'un autre objet lui est rigoureusement égal. Ainsi « 
par exemple , la probabilité qu'un certain numéro sortira à un ti- 
rage déterminé de la loterie royale , est grandeur ou quantité » 
parce que Ton conçoit clairement que cette probabilité est rigoo- 
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reusèmcnt dg.ilc à celle de la sortie de tout aulrc numéro au même 
tirage ou du même numéro à lout autre tirage ; mais le poids 
d*un témoignage , au contr&ire « ne saurait être réputé grandeur 
ou quantité , parce que Ton conçoit également bien qu'aucun 
homme sensé ne voudrait affirmer de deux témoignages , qu'ils 
sont rigoureusement du même poids. 

Si nous examinons avec attention ce qui se passe journellement 
dans la société, nous aurons bientôt lieu de remarquer que les 
discussions et la dissidence des opinions ne s'y manifestent , ou du 
moins ne s'y prolongent que lorsque ces discussions et celte dis* 
sidence n^ont pas les grandeurs ou quantités pour objets. Dispute- 
t-on , en effet , sur la plus forle des sommes d'argent contenues 
dans deux sacs ? En les comptant Tune et l'autre , on mettra fin 
^ la dispute. Est-ce sur la taille relative de dcuf individus qu'on 
se trouve n'être pas d'accord ? Il suffira , pour vider le, différent , 
de les rapprocher Tun de l'autre. La contestation roule-t-elle en- 
fin sur le rapport entre le poids de deux corps ou sur la durée 
de deux intervalles de temps? La balance ou l'horloge deviendra 
l'arbitre entre les opinions opposées. Mais s'il s'agit , au con- 
traire , de fixer les rangs entre deux productions littéraires ou en-* 
Ire deux actions vertueuses ou criminelles , à moins d'une diffé- 
rence très-apparente , on courra risque de disputer fort long-temps » 
sans jamais tomber parfaitement d'accord. 

A y regarder de très-près , il n'y aurait peut-être proprement 
que les nombres qui méritassent la dénomination de grandeur» 
ou de quantités. Lorsqu'en effet nous prononcerons de deux Ion* 
gueurs qu'elles sont égales , il peut fort bien se faire qu'il existe 
entre elles une différence assez légère pour échapper à la vue 
et au tact; et lorsque nous portons un, pareil jugement sur le 
poids de deux corps ou sur la durée de deux intervalles' de temps , 
il peut également se faire qu'il existe entre l'un et l'autre une 
inégalité assez petite pour ne donner aucune prise à Taciion des 
balances les plus sensibles ou i celles des horloges les plus ariis- 
Tom. XXI. 4> 
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Icmciit construites; de sorte que, pour pouvoir comprendre toutes 
CCS choses sous la dénomination commune de grandeur ou quan- 
tité , il faudrait peut-être appeler ainsi tous les objets compara- 
bles h d autres de même nature , sinon rigoureusement , du moins de 
telle sorte que C erreur de la comparaison , si toute/ois elle existe , 
se dérobe , par son extrême petitesse , a tous nos moyens de con- 
naître. Au surplus , on peut toujours supposer , en théorie , que 
les comparaisons sont tout «i fait rigoureuses ; il arrivera seule- 
ment que, dans les applications pratiques , on n'obtiendra que des 
à peu près , d'autant moins difTérens d'ailleurs de Texacte vé- 
rité que les moyens de comparaison auront été plus précis. 

Dans tout ce qui précède nous avons constamment parlé de com- 
paraison entre les objets de même nature , parce qu*cn effet ce 
sont les seuls que Ton puisse raisonnablement se proposer de com- 
parer les uns aux autres , attendu que ce sont les seuls suscepti- 
bles d'égalité. Les grandeurs ou quantités de même nature , tel- 
les , par exemple , qu'une longueur et une autre longueur , un 
intervalle de temps et un autre invervalle de temps , sont ce qu'on 
appelle des grandeurs ou quantités homogènes \ et on appelle, au 
contraire, grandeurs ou quantités /i^/^ro^^Ws celles qui sont de na- 
ture différentes; telles, par exemple , qu'un temps et une lon- 
gueur. Les grandeurs ou quantités homogènes sont donc les seu- 
les qu'on puisse se proposer de comparer les unes aux autres ; et 
demander , par exemple , quel est le plus grand d'une aune 
ou d'une heure , c'est faire une question tout à fait inepte qui 
ne mérite aucune sorte de réponse. 

Ce sont les grandeurs ou quantités qui sont l'objet exclusif de 
toutes les sciences comprises sous la dénominafion. commune de 
Mathématiques pures; et c'est uniquement comme susceptibles de 
comparaisons rigoureuses que ces sciences les envisagent. Ainsi , 
ces expressions : science mathématiques , science des grandeurs , 
sciences des quantités , sciences des choses rigoureusement compa- 
rables à leurs homogènes , sont des expressions tout à fait synony- 
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mes. On donne ensuite le nom de mathématiques mixtes à Tcii- 
scail)le des «ipplicalions diverses qui ont pu ou qui peuvent en- 
core £lre faites à Tavenir , des mathématiques pures à toutes les 
autres hranclies des connaissances humaines. 

Or , lorsqu'un même nom est ainsi susceptible de plusieurs dc- 
lerminatifs , il csl loujours permis , pourvu qu'on en prévienne , 
d'en sous entendre un quelconque , mais un seul ; et le bon sens 
dit qu'il faut alors sous entendre, de préférence, le déterminatîf 
dont remploi devrait être le plus fréquent, puisque , delà sorte 
le langage en devient plus concis. Nous profiterons de celte re- 
marque pour employer à l'avenir le mol mathématiques , comme 
l'équivalent des mots mathématiques pures ; mais dès lors , toutes 
les fois que nous voudrons faire mention des applications des ma- 
thématiques' aux autres sciences, nous serons obligés d'employer 
l'eipression mathématiques mixtes tout au long et sans sous- 
entendu. 

Bien que la géométrie ne soit qu'une simple branche des scien- 
ces mathématiques, et qu'on puisse même, en toute rigueur, sans 
l'avoir cultivée , être fort instruit dans ces sciences ; par l'appli- 
cation de celte figure de rhélori<jue i\\i\ consiste à donner au tout 
le nom de la partie , ceux qui cultivent quelque branche que ce 
soit des mathématiques se traitent généralement entre eux de géo^ 
mitres , et ne sont guère appelés mathématiciens que par les gens 
qui ne le sont pas (*). 

Dans tout ce qui précède , nous nous sommes vus , à très-grand 
regret sans doute , contraints de nous écarter un peu des notions 
ou peut -être seulement de la langue que beaucoup d'écrivains , fort 
recommandables , ont cherché a faire prévaloir, et nous devons , 
avant d'aller plus loin , tenter de nous justiGer de cette témérité, 
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ri imMirc le lorleur en silualion de pouvoir prononcer équitable- 

inoni i*nlr« eux et nous. 

Lu pUiparl <lcs auiours d'clëmens ont appelë ^/in^/^r/rtou çuan* 
/Avx loulOH /#•* choses susceptibles d augmentation et de diminution , et 
iU iMi avaient inconlcslablemeni le droit , puisque les mots ne 
Hout , au fond , que de vains sons , absolument insignifians par 
eux - mdmes , et ne pouvant figurer utilement dani le langage 
uu^apriA avoir reçu une acception déterminée , par Teffet d'une 
convention tout à fait libre. Il arrivera seulement que , dans le 
sens de ces écrivains , tout ou presque fout pourra êire qualifié 
grandeur ou quantité » puisqu'il n'est rien ou presque rien qui 
ne soit susteptiblc déplus ou de moins. Et ne peut-on pas être, 
eu effet , plus ou moins éclairé , plus ou moins courageux , plus 
ou moins patient» plus ou moins magnanime, et ain»i du reste? 

Les mimes écrivains ont dit ensuite qu'on appelait mathémati- 
ou^s tes sciences qui avaient les grandeurs ou quantités pour objet ; et 
cola «At)S doute leur était encore permis. Il serait seulement rc- 
)iulté de leur définition des grandeurs ou quantités ^ que toutes les 
àkCiei&ces auraient été des sciences mathématiques puisqu'il n'en 
est aucune qui ne traite de choses susceptibles de plus ou de 
moins. Toutefois , il n'en est aucun , sans doute , qui , interrogé 
si la morale ou la législation , la théologie ou la médecine étaient 
des sciences mathématiques , eût hésité le moins du monde à ré- 
pondre que non ;^ ce qui prouve que, dans leur définition des 
mathématiques , ils avaient tout à fait perdu de vue l'acception 
qu'ils avaient eux-mêmes donnée d'abord aux mots grandeur et 
quantité. 

Il semblerait, au surplus , que cette contradiction , très-réelle 
à ce qu il nous parait , n'a pas échappé tout à fait à quelques- 
uns d'entre eux. On rencontre quelquefois , en effet , dans leurs 
écrits , l'expression grandeur mathématique , de laquelle en peut 
inférer qu'ils admettent des grandeurs qui ne sont pas mathé- 
matiques ; mais alors n'auraient-ils pas dû' distinguer soigneuse- 
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ment les candeurs qu ils appelaient mathématiques , dé celles qu ils 
ne réputaieat pas être telles? Et ne se seraient-ils pas vus de la 
sorte ramenés forcément à la distinction qu*il nous a semblé né- 
eessaire d^élablir. £n procédant , au contraire , comme nous Ta- . 
Tons fait , en prenant les mots pour ce que nous leur avons fait 
signifier , tout Se trouve dans une harmonie parfaite ; le mot ma^ 
thématiques conserve son acception commune , et il devient tou-^ 
jours facile de distinguer nettement ce qui est du domaine des 
sciences mathématiques de ce qui leur est étranger. A la vérité , 
la siguification des mots grandeur et quantité se trouve ainsi un 
peu plus restreinte ; mais il y a à cela plus d'avantage que d'in- 
convénient ; les mots ne devant figurer dans le langage que pour 
noter les différences entre les choses. 

Par tout ce qui précède , on se trouve naturellement conduit 
à se demander si le domaine des sciences mathématiques est tel- 
lement circonscrit, si les «limites en sont tellement invariables qu'il 
ne puisse recevoir à l'avenir de nouveaux accroissemens ? Celte 
qoeslioir revient évidemment à demander si la barrière qui sépare 
ce qui est réputé grandeur ou quantité de ce qui n*c.<! pas re- 
connu pour tel, est tellement inébranlable qu*il devienne à jamais 
impossible de la porter plus avant ; ce qui revient encore à de- 
mander si tels objets qui aujourd'hui ne nous semblent suscepti* 
bles que de comparaison vague , ne pourront pas , à une autre 
époque , être reconnus susceptibles de comparaison tout à fait ri- 
goureuse ? Or , soit que nous comparions Tétat de Tbomme en- 
core sauvage à celui de Thoaune civilisé ., soit que nous compa- 
rions au ijècle où nous vivons ceux qui font précédé , tout sem- 
ble concourir à nous montrer qu£ le domaine des sciences mathé- 
matiques est de nature à. s' accroître sans cesse , et nous avertir 
que nous ne pourrions sans témérité tenter d*cn assigner la der- 
nière limite. 

I^es voyageurs ont rencontré des peuplades sauvages qui , au- 
delà An nombre trois ^ nont plus quune idée confuse des nom- 
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bres et un nom commun pour les exprimer tous. Certainement 
de tels hommes ne concevi aient pas que l'on pûl affirmer , avec 
ccriilude , de deux tas de blé tant soit peu considérables , qu'ils 
contiennent exactement le même nombre de grains. Ils conce- 
vraient encore moins que Ton pût s'assurer exactement de I éga- 
lité d'étendue de deux propriétés territoriales , de figure tant soit 
peu différente, comparer avec précision les temps nécessaires pour 
les ensemencer ou pour en recueillir les produits , et comparer 
aussi ces produits , sous le rapport de leur poids ; d'où Ton est 
contraint de conclure que, pour des hommes aussi peu avancés 
dans la civilisation , les grands nombres , l'étendue en surface « 
le temps et le poids des corps ne sont point encore de ces cho- 
ses que nous avons nommées grandeurs ou quantités. 

Mais nous-mcme , il y a moins de deux siècles , n'aurions pas 
cru possible de comparer rigoureusement la probabilité d'un évé- 
nement à celle d'un autre événement ; nous n'aurions pas cru 
davantage que Ton pût jamais comparer , avec exactitude , les tem- 
pératures de deux localités éloignées , à une même époque , ou 
celle d'une même localité à des époques éloignées ; d'où L'on doit 
conclure qu'alors ni les probabilités ni les températures n'étaient 
pour nous des grandeurs ou quantités. Un essai extrêmement re- 
marquable de Mauperluis , sur le Bonheur , laisse même entrevoir 
qu'il pourrait n'être pas impossible de soumettre un jour les af- 
fections morales à des comparaisons rigoureuses ; de sorte qu'il 
est vrai de dire que rien ne semble devoir limiter le champ des 
sciences mathématiques , et qu'il n'est guère possible de prévoir 
à quel degré d'étendue le temps et les travaux accumula de ceux 
qui les cultivent pourront un jour le porter. 

. Parce que les sciences mathématiques n'ont pour objet que les 
choses susceptibles de comparaison rigoureuse ^ on les a appelées 
sciences exactes. Il est clair qu'elles seules méritent proprement 
cette dénomination ; et voilà précisément ce qui leur assigne le 
premier rang entre les sciences , sons le point de rue de U certitude. 



D^UN COURS. 3i9 

Dans lout ce qui précède nous avons eu soin d'accoler cons^ 
famment Tun à l'autre les deux mois grandeur et çuantile , afin 
d'accoulumer mieux le lecteur à les considérer comme de parfaits 
équivalons. Désormais nous nous dispenserons de ce soin , et 
nous ne ferons plus simplement usage que de Tun ou de Tautre 
seulement. Il est toutefois assez commode d'avoir à choisir entre 
eux y surtout dans la construction des phrases où Von est con- 
traint de les employer à la fois sous leur acception vulgaire et sous 
celle qu*il reçoivent en mathématiques. On évite de la sorte des 
locutions choquantes de la natures de celles-ci : la grandeur dune 
grandeur f une ceriaîrle quantité de quantités^ que Ton peut alors 
remplacer par celles-ci : la grandeur d'une quantité ^ une certaine 
quantité de grandeurs. Nous remarquerons aussi que , par cela même 
que le mots grandeur est réputé plus noble que le mol quantité ^ 
on dit plus volontiers , dans le style élevé t la science des grandeurs 
que la science des quantités. 

DEUXIÈMELEÇON. 

Nous ne connaissons que des rapports: 

Si , au moment présent , tous les objets matériels qui existent 
dans l'Univers , notre propre corps compris , devenaient tout à coup 
deux fois plus grands , dans tous les sens , et qu'il en fût de même 
des intervalles qui séparent actuellement ces corps les uns des 
autres , aurions-nous quelque moyen de nous apercevoir d'un 
changement aussi subit et aussi étrange ?'On serait dabord tenté 
de répondre aflirmativemenl ; mais pour peu qu'on se donne 
la peine d'y réfléchir sérieusement , on s'assurera bientôt que la 
chose serait tout à fait impossible. On voit , en effet , que les 
objets qui se trouvaient dabord à la hauleur de notre main s'y 
trouveraient encore, puisque eux et elle seraient également deux 
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fois plus élevés au-dessus du sol. Pareillement ceux que nous ne 
pouvions atteindre qu'en élevant ou en abaissant le bras , n'exi- 
geraient pas de noire part , pour être saisis , un mouvement dif- 
férent , puisque notre bras serait devenu exactement deux fois pins 
long. Et quanta ceux qui étaient d'abord hors de notre portée , nous 
n'aurions pas alors un plus grand nombre -de pas à faire pour ar- 
river à eux , puisqu'en même temps qu'ils seraient deux fois plus 
éloignés de nous , l'étendue de nos pas se trouverait doublée. 

Des considérations tout à fait semblables prouvent que si , à 
l'inverse , tout l'Univers et les intervalles entre les corps dont il 
se compose devenaient tout à coup deux fois plus petits , nous 
serions également tout à fait dépourvus de moyens de la recon- 
naître. 

C'est uniquement pour ne pas choquer d'une manière trop bru»- 
. que les préjugés que le lecteur pourrait s'être fait sur ce sujets 
que nous avons cru devoir nous arrêter d'abord a une supposi-- 
tion aussi modeste. Il est évident , en effet , que ce que nous ve- 
nons de dire du cas où l'Univers deviendrait tout à coup deux foris 
plus grand ou deux fois plus petit , nous pouvons le dire , à tout 
aussi bon droit , du cas où ce même Univers deviendrait subite- 
ment dix , cent , mille , un million , mille millions de fois plus grand 
ou plus petit ; et pour peu qu'on y songe bien , on ne tardera guère 
i demeurer convaincu qu'un changement si énorme en apparence, de- 
meurerait tout à fait inaperçu. Si donc quelqu'un affirmait que 
d'instant en instant l'Univers entier devient alternativement mille 
millions de fois plus grand et mille millions de fois plus petit , 
il nous serait tout aussi impossible de lui prouver qu'il se trompe., 
qu'il le serait â lui de nous prouver qu'il dit vrai ; de sorte que y 
quelque peu probable que la chose puisse paraître , il y aurait ê% 
la témérité à affirmer qu'il n'en est pas ainsi. 

Quelle réponse raisonnable peut-on donc faire à cette question : 
Quelle est la grandeur des hommes , des animaux , des arbres » de 
la terre , dea astres ? Aucune absolument ; car » sans que nous 
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nous en doutassions , cette grandeur pourrait varier d*instant à au- 
tre , auquel cas la réponse devrait varier, suivant Tépoquc à la- 
quelle on la ferait , sans qu'on pût d'ailleurs savoir quelle elle 
devrait être à quelque époque délerminée que ce fût. 

Mais au milieu de tous ces changemens , sinon réels du moins 
possibles , il reste pourtant quelque chose d'invariable , et ce sont 
les rapports de grandeur des différentes dimensions des corps , com- 
parés les uns aux autres. Tant que ces rapports subsistent , les cban* 
gemens absolus demeurent tout à fait inaperçus; de manière que 
ces mêmes rapports sont les seules choses perceptibles pour nos 
sens et pour notre intelligence ; tandis que la grandeur absolue 
des corps et des intervalles qui lej^ séparent nous resteront à tout 
jamais inconnus. 

Tout n*est pas fiction » au surplus , dans ce que nous avons 
admis tout à Theure comme une simple hypothèse , et , si la 
chose n'était complètement inutile , nous pourrions invoquer ici 
le témoignage de Texpérience. Il est prouvé, par exemple , que 
ceux qu*on appelle myopes voient les objets plus grands , et que 
ceux qu'on appelle presbytes les voient, sm contraire , plus petits 
qu'ils ne le paraissent aux vues ordinaires ; et cependant les 
uns et les autres en portent exactement les mêmes jugemcns , 
parce que ces ^ugemens ne portent «niqucmcnt que sur des rap- 
ports f et que ces rapports sont exactement les mêmes pour tou& 
les êtres doués du sens de la vue. Il est également prouvé que 
l'action de la chaleur augmente les dinoensions de tous les corps , 
tandis que l'action du froid les diminue ; mais ce phénomène n'ao- 
jrait jamais été découvert , si le chaud et le froid agissaient éga- 
lement sur tous les corps* C'est parce que leur action varie d'une 
substance à l'autre , c'est parce qu'elle change les rapports de 
grandeur que nous avons pu en être informés ; mais aussi n a- 
vons-nous pa saisir quje les différences , et il iaot noos résigner 
à ignorer à jamais les cbangemens que l'action du chaud et celle 
du froid gcuveot c^rer dans le volume absolu de» corps. 
Tom. XXI. 4î> 
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Ce que nous venons de dire de Tcienduc peut d^alemcnt s'ap- 
pliquer à toutes les autres sortes de grandeurs, à la durée, par 
exemple. Si , en effet , tous les mouvemens , et par suite tous les 
changcmens qui s'exécutent dans lUni vers, devenaient tout à coup 
un million de fois plus rapides ; pourvu qu'en même temps nos 
pensées se succédassent dans notre esprit un million de fois plus 
vite ; bien que la durée de notre vie ^'en trouvât singulièrement 
tibrégée , nous ne songerions pas même à nous en plaindre , at- 
tendu que nous n'aurions absolument aucun moyen de nous en 
apercevoir. Cette durée pourrait, à Tinverse , devenir un million 
de fois plus longue , sans que nous nous en aperçussions davan- 
tage , pourvu que tous les mouvemens qui s'exécutent dans TU- 
nivers et la succession de nos pensées vinssent a se ralentir sui-* 
vant la même loi. 

Et ici encore nous pouvons invoquer le témoignage de notre 
propre expérience. Chacun sait, en effet, que , dans l'absence de 
tout moyen extérieur de mesurer le temps, nous jugeons fort mal 
de sa durée , et qu'un même intervalle de temps nous parait 
tantôt plus court et tantôt plus long , suivant la disposition d'esprit 
dans laquelle nous nous trouvons. 

Demander donc si un jour est un intervalle de temps bien con« 
sidérable, èsl une question tout aussi insoluble que celle qui 
consiste à demander si une lieue est bien longue. On peut donc 
dire, avec vérité , que rien n'est proprement ni grand ni petit, 
et que ces mots grand et petite que nous avons sans cesse dant 
la bouche , n'expriment que des rapports. Le ciron , par exemple , 
est bien petit par rapport à Thomme ; mais qu'est-ce que l'homme , 
par rapporta une montagne tant soit peu élevée ? Qu'est-ce que 
celte montagne par rapport à la terre ? Qu'est-ce que la terre , 
à son tour , par rapport à notre système solaire ? Et qu'est-ce enfin 
que ce système par rapport à la vaste étendue des cieux ? 

* ■ 

II est donc rigoureusement vrai de dire que tout ce qui existe 
dans la nature ^e Irouvç placé entfe deu^ infinis , l'un en grandeur 



D'UN COURS. 323 

et l'autre en petitesse, sans qu'il soit possible d'assigner, en 
particulier , le rang d'aucun des anneaux de cette chaîne sans 
limites. Si donc quelqu'un venait nous annoncer que Tun des glo- 
bules du sang de quelque animal que sa petitesse dérobe au meilleur 
microscope , renferme un Univers tout pareil au nôtre , ou bien 
encore que tout l'Univers visible fait partie de l'un des globules 
du sang de quelque animal , à peine visible pour d'autres êtres 
qui nous sont inconnus , non seulement nous devrions bien nous 
garder de le nier , mais nous ferions même preuve de bien peu 
de jugement si , après y avoir mûrement réflécbi , nous en té- 
moignons la moindre surprise. 

Si quelqu'un nous reprochait d'insister sur ce sujet , beaucoup 
plus qu'il ne semble nécessaire, nous lui répondrions qu'il ignore 
apparemment combien sont peu nombreux les esprits dans lesquels 
les idées que nous venons d'émettre ont jeté des racines tant soit 
peu profondes. Que si , au contraire , d'autres pouvaient ne voir 
dans tout ceci que des exagérations , des hyperboles telles qu'en 
emploient quelquefois les rhéteurs et les moralistes , dans la vue 
de remuer fortement les imaginations , nous lui conseillerions de 
s'arrêter ici et de ne pas poursuivre plus loin l'étude d'une s: ience 
qui repose tout entière sur les principes que nous venons de dé- 
Telopper. , 

Voilà qu'à peine engagé dans l'étude des sciences exactes nons 
nous trouvons amenés à des considérations philosophiques d'un 
ordre extrêmement élevé , et tel doit être , en effet , le résultat 
naturel des études bien conduites. Désormais , par exemple , nous 
laisserons le vulgaire s'exta.<)ier tant qu'il lui plaira à la vue de 
l'organisation compliquée et délicate des animaux microscopiques , 
en nous disant bien que , si l'organisation d'un animal est une 
cbose tout à fait digne d'admiration, il importe fort peu d'ailleurs 
qae ; et animal soit éléphant ou ciron ; et que , dans l'espace même 
que nous jugeons le plus petit , il y a toujours beaucoup plus de 
place qu'il n'en faut pour y concevoir tout ce qu'il plaira à no- 
tre imagination d'y supposer.. 
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Oq a TU souvent opposer aux idées de Ptolémée sur l'arrange» 
ment des corps célestes , et à celles de Newton sur la nature de 
la lumière , la prodigieuse vitesse qu*il fallait attribuer aux étoi- 
les dans le système de l'astronome grec et aux molécules lumi- 
neuses dans celui du géomètre anglais. Certes , il est loin de ma 
pensée de vouloir ici prendre la défense du système de Ptolémée « 
ni même de me prononcer sur celui de Newton ; mais ce n*est 
certes pas par ce coté qu'ils pourraient être vulnérables. Il n'est , 
en effet « aucune vitesse qui puisse raisonnablement être dite pro- 
digieuse , parce qu'il n'en est aucune qui koit tellement grande 
qu'on n'en puisse concevoir une autre incomparablement plut 
grande encore. 

.Nous nous plaignons souvent de la brièveté de notre vie. La 
vérité est pourtant que la vie humaine n'est , & proprement par- 
ler, ni longue ni courte. L*insecte éphémère qu'un même jour voit 
naitre et mourir , peut , dans la courte durée de son existence , 
éprouver la même somme de sensations , d'idées et de jouissan- 
ces qu'en éprouve la carpe et le perroquet , dans mne carrière de 
plus d'un siècle. La vie est toujours trop longue quand on l'emploie 
mal ; elle est toujours trop courte quand on en fait un bon usage* 

Nous parlons sans cesse de l'expérience des siècles , et nous nou« 
appuyons des cinq à six mille ans de guerres , de révolutions et 
de désastres de tous genres dont nous possédons les chroniques , 
pour désespérer de toute amélioration sociale. Mais qu'est-ce , au 
fond , que cinquante ou soixante siècles , que serait-ce même qu'ub 
million de siècles comparé à la durée possible d^s choses ? Au lieu 
de dire « atret quelques homme» moroses , que le genre humain 
loufehe à l'époque de sa décrépitude , ne serait-on pas tout aussi 
fondé i penser qu'à peine débarrassé des langes de la première en- 
fance , il est appelé , peut-être , à des destinées que l'imagination 
la plus brillante et la plus féconde pourrait à peine concevoir ; et , 
peut-être pour peut-être , ne doit on pas préférer celui qui eor- 
Com*age à celui qiri afflige? 
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Il est donc tout à fait hors de doute que nos pensées et nos 
raisonnemcns n'ont pas et ne sauraient même jamais avoir pour 
objet les grandeurs elles-mêmes , mais seulement les rapports que 
nous remarquons entre celles qui sont comparables. A la yérilé 
nous semblons quelquefois employer les mots grand et petit dars 
un sens tout à fait absolu; mais, en y regardant de plus près, 
nous ne tarderons pas de nous convaincre qu'alors il y a toujours 
quelque comparaison sous-entendue. Ainsi , par exemple , lorsque 
nous disons d'un arbre qu'il est grand ou petit , nous le compa* 
rons implicitement k la moyenne stature des arbres , au-dessus 
ou au-dessous de laquelle nous entendons exprimer qu'il se trouve; 
et nous ne pouvons nous exprimer ainsi que parce que la hauteur 
des arbres a deux limites extrêmes , qui même ne se trouvent 
pas fort distantes Tune de l'autre ; mais il ne saurait plus en être 
ainsi à Tegard d'objets dont k grandeur ou la petitesse n'ont point 
de limites nécessaires ; et celui qui , par exemple , demanderait 
qu'on lui traçât une ligne droite ou un .cercle de grandeur or- 
dinaire ferait une question dont l'ineptie serait manifeste pour tout 
le monde. 

De cela même jjue nous ne connaissons des grandeurs que les 
rapports qui existent entre elles , c'est aussi tout ce qu'il nous est 
possible d*en faire connaître à autrui. Enyain tenterait-on de tor- 
turer la langue , d'y introduire des mots ou des tours nouveaux , 
jamais on ne parviendrait à lui faire exprimer une grandeur , in- 
dépendem^Eieni de quelque autre grandeur de sa nature. A la vé- 
rité , nous autres habitans de la terre 1 nous pouvons parvenir 
à nous entendre asse» bien , sur les longueurs et sur les poids , 
en les comparant à- la taille el au pioid» moyen d'un homme, ou 
aux dimensions et au poids- de quelque production naturelle ; et 
nous nous entendons également bien sur les temps,- en les com- 
parant soit à la durée moyenne de notre vie , soit à celle des di*- 
verses révolutions célestes. Mais supposons que nous ayons à don- 
ner à un habitant d'un autre Univers dont nous ignorerions tout 
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à fail la structure , et qui ignorerait également lui-même com- 
ment les choses sont constituées ici bas , une idée do la lo^igueur 
d'une aune , du poids d'une livre , de la durée d*un jour , et nous 
reconnaîtrons bientôt que cela nous serait tout à fail impossible » 
parce que ces choses nous sont absolument inconnues à nous- 
même (*). 



GEOMETRIE ELEIUEUTAIRE. 

'Note sur la détermination du volume du seg- 
ment sphérique à deux bases parallèles ; 

Par M. B A R Y# 

VVVVX/VVWV^/VWWWiWWVWW 

Ir OITR fixer les idées , supposons que les deux bases du segmeot 
à mesurer soient situées du même côté du grand cercle dont le 
plan leur est parallèle. Soient a la plus grande b^se , p la dis- 
tance de son plan au centre de la sphère , b la plus petite base , 
q la distance de son plan au centre de la sphère , r le rayon^ de 
cette sphère ; nous aurons d'abord 



(*) Dans cet essai , écrit fort à la hâte , je puis bien n'avoir pas dit tout 
ce qa*il fallait dire , et ce que j*ai dit je ne Tai certainement pas aassi bien 
dit qQ*il pourrait Tétre. Mais , si je ne me fais pas illusion , je crois n*a« 
Toir rien dit d*inutile. Cependant , combien de gens qui enseignent les ma- 
thématiques depuis longues années, et passent même pour les bien ensei- 
gner , qui n*ont jamais songe à toutes ces choses et ne se sont jamais avi- 
sés , â plus forte raison , d*y faire songer leurs auditeurs. A leurs yeux , 
àeê définitions , des théorèmes et des problèmes constituent seuk toute la. 
aciçnce. 
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d'où nous tirerons encore 

de sorte qu'en nommant h la hauteur du segment , ce qui donnera 

g—p=h , (a) 

nous aurons 

à'—b*—(p+q)h , 
et , consëqucmmcnt , 

P*9=^ . (3) 

et alors les équations (a) et (3) donneront 

p^^-Th — 7 ' ^=-;r-+T • <^) 

Cela posé , soit f^le volume du segment ; ce segment est la diffé- 
rence de deux autres , ayant pour base commune le grand cercle 
parallèle à ses bases et se terminant à ses mêmes bases « et dont 
les hauteurs sont conséquemmeht q et p. Soient Q et P respec- 
tîyement les volumes de ces deux segmens » nous aurons 

y=Q-p . (5) 

Les deux segmens Q et P sont respectivement composés de deux 
cônes ayant 6 et a pour rayons de leurs bases et ^ et /? pour hau- 
teurs et de deux secteurs terminés par des zones sphériques dont 
les hauteurs sont également q Qi p ] de sorte qu'on a 

Q=ijfffb'q+f'CTt'q , P^^^a^p+-ft;rr*p , 

ou bien (i) 

P:=2 jvïà'p H- ^ fff(a*+p*)pz;zfffà'p^ 7 ^/^* t 
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ce qui donnera , en subsiiluanl dans (5) , 

r=«(A'y-«»-hf«'(y*-/»')=<*>-«V')+î^(7-/')0''-l-/'y+y*)i 

■ 

c'est-à-dire (2) , 

Mais les Talents (4) donnent 

nhstîloant ct9 r^iltms dans (6) cl réduisant , il viendra finaleoient 

F=h ^ h-stsrÂ^ , 

i est prA:i«^fl^c^* le résultat donné par M. Legendre. 

5Î do Toiume de ce segment , on retranche le yolume du frone 
1 cdne qui se termine à ses deux bases , lequel a » commt Too 
Sait ♦ pour expression 

on obtiendra . pour le rolume du corps engendré par un segment 
de cercle tournant autour d'un diamètre qui lui est extérieur » 

•* {{a-by+b^} . 



6 

Mais I si Ton représente par c la corde du segment générateur ; 
on aura 

(a—by+h*=c' , 

ce qui donnera^ en substituant, pour le yolume cherché i^ 
cxpreMÎon remarquablç par sa simplicité. 
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PHILOSOPHIE MATHEMATIQUE. 

Première leçon sur la numération; 



Par M. Gergonme. 



(VV\V\\fVV\V'\/\'\/V\'\/V\'W\ 



Un livre exlrêmement curieux et utile serait celui qui nous pré« 
senlerait l*hisloire détaillée de toutes les inventions et découvert 
tes dans les sciences et dans les arts. Le défaut de documens suf- 
fisans semble devoir rendre , à tous jamais , impossible la compo- 
sition d'un tel ouvrage. 

Un livre plus utile encore peut-être , et que Ton conçoit exé-« 
cutable , serait celui dans lequel , faute de savoir comment cha-* 
gue découverte a été réellement faite , on expliquerait du moins 
de quelle manière elle a pu l'être. Le premier pourrait être re- 
gardé comme Vhisioire de t esprit humain , tandis que Taulre en 
serait le roman. Or , de même que la lecture des bons romans, 
dans lesquels tout est soigneusement disposé pour TeiFct qu'on 
veut produire 1 semble plus propre peut-être que celle des traités 
historiques à porter Thomme à la pratique des actions vertueuses , 
on est fondé à croire que pareillement Tétude de la succession d'i- 
dées par laquelle on aurait pu le plus naturellement et le plus 
directement être conduit aux inventions et découvertes nombreu- 
^es dont les sciences et les arts sont en possession , serait beau- 
coup plus propre à accélérer le développement de l'esprit humain ^ 

Tom. XXI, n.« i4, i.^^ juin i83i. ^3 
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que Tcludc des tentatives , si souvent maladroites , et d'ordinaire 
Irès-lentes et très-compliquëes , des yéritables inventeurs. 

Ce que je désirerais ici que Ton fit pou^ le système entier des 
connaissances humaines , je n'ai jamais négligé de le faire » dans 
mon enseignement , par rapport à la langue des nombres. Je vais 
présenter ici une première leçon sur cet intéressant sujet , telle 
que je désirerais qu'elle fût faite dans nos écoles. 



«i 



De même que l'habitude nous rend presque insensibles aux dé- 
fauts des institutions les plus vicieuses , aux inconvéniens des usa* 
ges les plus incommodes, cette même habitude nous empêche sou* 
vent de sentir tout le prix des inventions les plus ingénieuses , 
les plus utiles et les plus dignes de nol{*e admiration. Nous som* 
mes depuis huit siècles , en Europe , en possession d'une langue 
des' nombres qui est un chef-d'œuvre d'uniformité, de clarté et 
de concision , d'une langue qui , en quelques heures , peut être 
complètement apprise , pour n'être jamais oubliée ; mais par cela 
même qu'elle est depuis très-long-temps connue , parlée et écrite 
par tout le monde , peu de personnes sentent bien toutes les dif- 
ficultés que présentait l'institution d'une telle langue , et tout ce 
qu'il a fallu d'adresse et de sagacité pour les surmonter. 

Afin donc de ne pas partager nous-même cette indifférence , aussi 
injuste que peu philosophique , pour une invention dont nous 
avons journellement à faire les applications les plus usuelles comme 
les plus sublimes , afin de bien saisir l'esprit et Tingénieux mé- 
canisme de la langue des nombres , et de former ainsi notre in« 
telligence à l'art d'inventer , reportons-nous , pour un moment , 
par la pensée , à l'époque ou ni cette langue , ni aucune de cel- 
les qu'elle a remplacées n'existait encore , et ou conséquemment 
tout était encore â créer dans cette branche de noire savoir; et^ 
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nippléant aux documens historiques dont nous sommes dépourvus , 
par ce qui nous . est connu de la marche ordinaire de Tcsprit hu* 
main ^ dans ses diverses investigations , examinons par quelle suite 
de réflexions et de tentatives on a pu être conduit à une inven- 
tion si précieuse. Efforçons-nous , en un mot , de substituer à 
rhistoire peu connue de la découverte de la langue des nombres \ 
un roman qui ne sera pas dépourvu d'intérêt et d'utilité , s'il n*est 
pas tout à fait dépourvu de vraisemblance. 

Mais avant d^entrer en matière « et afin de nous rendre plus 
intelligibles , posons d'abord quelques principes généraux sur les 
langues , sur les divers genres de services que nous pouvons en 
attendre , et sur Tesprit qui doit présider à leur formation. Ces 
principes seront d'autant moins déplacés ici que la langue des 
nombres est peut-être la plus propre de toutes à bien faire res- 
sortir la toute puissante influence des signes sur la faculté de penser. 

Les hommes , répandus sur la surface de la terre , y seraient 
éternellement demeurés étrangers les uns aux autres , s'ils n'étaient 
parvenus , au moyen d'une collection de signes sensibles , à s'aver- 
tir réciproquement de ce qui se passait dans leur esprit et des 
sentimens divers dont ils étaient animes. L'ensemble des signes 
destinés à un tel usage constitue ce qu'on appelle les langues , en- 
visagées sous le point de vue le plus général. 

Ces signes peuvent être permanens ou fugitifs. Les signes de la 
première sorte constituent la langue écrite qui jouît exclusivement 
du précieux avantage de transmettre la pensée , sans altération 
aucune , à toutes les distances et à toutes les époques. Ceux de 
la seconde sorte appartiennent à la langue parlée dont l'effet est 
purement instantané , et qui ne pourrait transmettre la pensée 
qu'à des distances très-limitées , si la mémoire ne venait à son se- 
cours. A celle-ci se rapportent la langue d'actions et les sous inar- 
ticulés. L'usage de la langue écrite parait exclusif à l'homme» lan- 
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dis qu'il partage avec tous les animaux , mais dans un degré évU 

dent de supériorité, Tusage de la langue parlée. 

Les. signes de Tune et de l'autre langues peuvent être naturels 
ou conventionnels ; ceux de celte dernière sorte sont aussi appelés 
des sigms dinstitution. Les premiers jouissent seuls de Tavantage 
précieux d'être universellement compris ; mais leur nombre est né- 
cessairement limité. Les derniers , au contraire , peuvent être in- 
déduiment multipliés par le jeu des combinaisons ; mais il varient 
de peuple à peuple , de siècle à siècle , et demeureraient à ja- 
mais inintelligibles pour qui ne serait pas mis au courant des 
conventions qui ont présidé à leur création. Ceux - ci paraissent 
être exclusivement à Tusage de Tbomme ; tandis qu'il partage 
Tusage des autres avec tous les animaux. 

En considérant donc les signes de nos pensées sous ce double 
point de vue , nous nous trouvons naturellement conduits à les 
ranger sous quatre chefs principaux qui sont : 

I .'* Les signes naturels fugitifs , tels que les cris , le rire , les 
pleurs , les gestes , etc. Ils paraissent constituer à eux seuls la 
langue des animaux ; 

a.° Les signes naturels permanens ^ tels que les étalages de nos 
marchands , au-devant de leurs boutiques , le dessin , la peinture, 
la sculpture , etc. ; telle devait être aussi , sans doute , 1 écriture 
hiéroglyphique, dans sa simplicité primitive ; 

3.° Les signes com^entionnels fugitifs , tels que les signaux eu 
mer , les coups de canon dans une fetc publique , le pas de charge 
à la guerre, et presque tous les sons de nos langues articulées; 
4.° Enfin les signes conventions permanens , tels que les marques 
diktiiictivcs des grades dans Tarmée , les costumes variés de nos 
foiKlionnaircs cl tous les caractères de nos langues syllabiques. 

II est nécessaire d'observer , au surplus , qu'il en est de cette 
classilîcAliun cowuic de la plupart des autres , et que , si elle soo- 
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la^e noire attention , en offrant à notre esprit des points de re- 
pos , ce n'est , d'un autre côté , qu*une sorte de fiction , souvent 
peu conforme à Tclat réel des choses. On conçoit, en effet, qu*il 
peut exister une multitude de nuances , soit entre le signe le plus 
naturel et celui qui Test le moins , soit entre le signe le plus du- 
rable et le signe le plus éphémère. Il y a donc des lignes plus 
ou moins naturels , plus ou moins conventionnels ^ plus ou moins 
fugitifs , plus ou moins permancns; et c'est là une remarque quil 
ne faut jamais perdre de vue. 

Si , dans nos langues , soll parlées , soit écrites , on avait pu 
■e borner au seul emploi des signes tout à fait naturels , les hom- 
mes , sans aucune culture préalable , se seraient facilement en- 
tendus d'un pôle à l'autre ; nous ne nous trouverions pas dans 
la déplorable nécessité de consumer les plus belles années de no- 
tre vie à nous rendre familières les langues des divers peuples 
avec qui nous voulons correspondre , ou des divers écrivains que 

:nous voulons consulter ; et nous n'en serions pas réduits , i no- 
•tre grand préjudice , à sacrifier à Tétude des mois un temps que 
-nous pourrions si utilement employer à Télude des choses. C'est , 
par exemple , parce que les horloges parlent une langue fort na- 
turelle que celles de Berlin sont tout aussi bien comprises par un 
Espagnol que le sont celles de Madrid par un Prussien ; et c'es^ 
encore parce que le dessin et la peinture sont des écritures natu- 
relles que nos badauds de Paris ne s'arrêtent pas avec moins de 
complaisance devant les carricatures de Londres que ne le font ceux; 
de Londres devant les ' carricatures de Paris. La ibule ne se porte 
guère , au contraire « devant les étalages de nos marchands de 
musique , parce qu'une éducation spéciale est nécessaire pour l'in- 
telligence des caractères musicaux , qui n'ont de sens qu'en vertu 
de certaines conventions ignorées du gros du public» 

Mais les nuances de nos idées sont si nombreuses et si variées 
que 'y même dans l'état de civilisation le moins avancé , les signes 
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naturels n'auraient pu sufllre pour les exprimer toutes sans cou'^ 
fusion ; et comment d'ailleurs exprimer autrement que par des 
signes de pure inslilution , tant d*idées dont ToLjet n*a aucune 
prise sur nos sens et ne peut être offert à aucun d'eux ? Il est 
probable , toutefois , que Tusage des signes naturels a dû précé- 
der partout Tusage des signes de convention , et en aura même 
fait nailrc Tidée. On peut conjecturer , avec assez de vraisemblance ^ 
que , soit par la négligence ou la maladresse de ceux qui les em- 
ployaient , soit par le désir de rendre la langue plus concise , 
Bolt oiifui par le besoin d'étendre aux idées intellectuelles les signes 
des idées sensibles, ces signes se seront .graduellement altérés et 
éloignés de leur formes primitives ; que voyant que les altérations 
qu'ils avaient subies n'empêchaient pas d'en retirer les mêmes usa* 
ges , on aura conçu l'idée d'employer , concurremment avec eux , 
d'autres signes de pure institution qui peu à peu auront prévalu 
et seront demeurés seuls dans nos langues. 

Si les conventions qui ont donné naissance aux signes de cette 
dernière sorte avaient pu être , à la fois , universelles et dura- 
bles , une seule langue nous aurait suffi pour nous mettre en re- 
lation soit avec nos contemporains de toutes les contrées , soît avec 
les écrivains de toutes les époques , et on ne saurait douter que 
la civilisation n'y eût trouvé un immense avantage ; mais , d'une 
part 9 risolement où ont long-temps vécu , les uns des autres, les 
différens peuples de la terre et la diversité de leurs mœurs et de 
leurs usages , et de l'autre , les altérations progressives , et en sens 
divers , que les signes de nos idées ont successivement éprouvées 
n'ont point permis qu'il en fût ainsi , et ont prodigieusement mul- 
tiplié les idiomes , soit chez les anciens , soit chez les modernes. 
C'est là un très-grand mal sans doute , mais c'est un mal qui ne 
pourrait trouver de remède que dans l'institution d'une langue phi- 
losophique , très-difficile à créer , bien plus difficile encore à faire 
universellement admettre 9 et qui d'ailleurs subirait bientôt , peut- 



SUR LA NUMERATION- 335 

être , les mêmes altérations que toutes les autres ont tour à tour 
éprouvées. 

Le besoin d^une communication prompte d*idées et de senti* 
mens , entre les hommes qui habitent une même contrée , a fait 
créer les langues parlées ; on a trouvé ensuite , dans les langues 
écrites ^ le moyen de correspondre à toutes distances , sans dé- 
placement , de mettre en dépôt ses propres pensées et celles d'au-^ 
trui , de manière à pouvoir les conserver sans altération , les re- 
trouver à volonté , et se mettre ainsi à Tabri des erreurs aux- 
quelles pourrait nous exposer Tinfidélité de nos souvenirs. Mais le 
plus grand service, peut-être, que nous, retirrons des langues, 
soit parlées , soit écrites , service qui pourtant n'a été bien aperçu 
que dans des temps très-voisins de nous , consiste en ce qu'elles 
ne sont pas moins Tinstrument que le signe de la pensée ; de 
telle sorte qu'elles ne seraient pas moins nécessaires à Thomme 
isolé , pour perfectionner son intelligence , qu'elles le sont à l'hom- 
me vivant en société, pour entrer en communication d'idées avec 
tout ce qui l'environne ; or , de même qu'un artiste exécute des 
ouvrages d'autant plus beaux et les exécute d'autant plus facile- 
ment qu'il est pourvu d'outils plus parfaits , on peut dire , avec 
tout autant de vérité , que le progrès plus ou moins rapide de 
l'esprit humain se trouve dans la plus étroite liaison avec la plus 
ou moins grande perfection des langues dont les hommes emprun- 
teront le secours dans la recherche des vérités nombreuses qui 
spnt encore à découvrir. 

Les hommes même qui sentent le mieux toute l'influence des 
signes sur les idées ne sauraient guère perfectionner les langues 
vulgaires , livrées comme elles le sont au caprice de la multitude ; 
ils ne pourraient davantage tenter des réformes de quelque imr 
portance dan» la langue des sciences , sans s'exposer à indisposer 
contre eux tous ceux dont ces réformes contrarieraient les habi- 
tudes ; mais il n'en importe pas moins de noter soigneusement , 
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dans la langue de chaque science , ce qui mërîte d*éfrc cônscryé 
et ce qu! , au contraire , pourrait réclamer douilles modifications, 
ne fusse que pour préparer , de longue main , les esprits à ces^ 
modifications et pour hâter ainsi Tépoque où le progrès de la rai- 
son pourra permettre de les introduire. 

Ce serait peut-être ici le lieu de poser quelques principes fixes 
sur ce qui, en général , constitue la perfection des langues; mais 
des principes purement abstraits pourraient ne pas captiver suffi- 
samment l'attention du lecteur , ou du moins ne lui présenter qu'un 
attrait médiocre ; nous croyons donc plus convenable de ne les 
lui offrir qu*à mesure que nous aurons Toccasion de loi en faire 
sentir l'importance , par leur application à Toljet spécial de nos re- 
cherches« 

Revenons donc à notre sujet ; rappelons-nous qu'il s'agit de 
créer une langue particulière pour les nombres , c'est-à-dire d'in- 
venter des signes propres k nommer et à écrire uniformément tous 
les nombres naturels dont la série est illimitée. C'est à cet art 
qu'on a donné le nom de numération. La numération devra donc 
comprendre deux parties bien distinctes , savoir : la numération 
écrite ou l'art de peindre les nombres aux yeux par les signes 
permanens de l'écriture , et la numération parlée ou l'art de rapr 
peler les nombres à l'oreille par les signes Jugitifs de la voix» 

On conçoit d'ailleurs que ce double but peut être atteint par 
divers ensembles de* moyens plus ou nkoins heureux , plus ou moins 
convenablement appropriés à leur destination. Ainsi , les Grec& 
avaient leur numération , les Romains avaient aussi la leur , et 
ni l'une m l'autre ne resseiablaient a la n<>tre. En conaéqoence 
on a appelé système de numération , tout ensemble de moyens ima^ 
ginés pour peindre et noqpimer tous les nombres ; el c'est dans ce 
sens qu'on dit qu'il est posèible de concevoir plusieurs systèmes 
de numération , comme nous avons plusieurs langues Tulgaires» 
Pans cbacun 4*ettx les caractères , autres que cmix de l'écriture 
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ordinaire que Ton consacre à peindre les nombres , sont appelés 
^s chiffres. 

Nous employons ici , cotnme Ton voîl , le root système clans le 
sensqu*y attachent les naturalistes , c'est-à-dire , comme signifiant 
un ensemble de moyens propres à conduire à un but déterminé ; et 
c'est dans ce sens que Ton dit , par exemple , en botanique , les 
systèmes de Linnéc, de Tournefort , de Jussieu , de Lamarck , etc. 
Mais malheureusement ce mot , comme tant d'autres , a encore 
une autre acception assez difFërentê de celle-là. Le mot système , 
ep effet, signifie aussi , très-souvent , une supposition purement gra^ 
tuite à loifuei/e on a recours , dans la vue d expliquer comment pour- 
raient Ùre produits des effets dont les causes sont inconnues ; et c'est 
idans ce sens , par exemple , que l'on dit , en parlant des phé- 
iiomèncs électriques , tes systèmes de Dufaye , de Franklin , d'Œpi- 
nus , de Coulomb , etc. Nous sommes donc obliges de prévenir , 
avant d'aller plus loin , que ce n'est jamais sous celte dernière 
acception que le mot système est employé quand il s*agit de nu- 
mération. 

' Lorsqu^on songe à inventerun système de numération , la première 
pensée qui doit s'offrir aux inventeurs , s'ils sont guidés par la saine 
raison', c'est d*établir entre la numération parlée et la numération écrite 
ilnc' relation asse^ intime pour qu'en entendant nomm)er uh nom- 
bre on sache de suite comment îl doit s'écrire , et qu'à l'inverse , en 
\^ voyant écrit on sache aussitôt de quelle manière il doit être énoncé 
dans le discours. C'est ainsi qu'il en arrive pour nos langues vulgai- 
i^es d'Europe où , abstraction faite de quelques bizarreries de l'or- 
thographe , nous sommes à ta fois en état d'écrfre sous la dic- 
tée un mot que nous entendons prononcer et de prononcer un 
mot que nous voyons écrit pour la première fois , sans même que 
nous ayons aucunement besoin d'en connaître la signification , et 
quand bien même il n'aurait de sens dans aucune langue. 

Quelque simple et quelque naturelle que cette idée puisse pa- 
raître , il est pourtant sur la terre de grandes nations qui ne s'eù 
Tom. XXI. 44 
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sont point avisées , «t chez lesquelles la langue écrite est essen-^ 
ticllement différente de la langue parlée. Aussi , tandis que tout 
le inonde y sait parler comme parmi nous « on y rencontre très- 
peu de gens qui sachent lire et écrire ; et voilà , sans doule , pour- 
quoi la civilisation y est depuis si long-temps stationnaire ; tant 
il est vrai que la destinée des peuples tient souvent à bien peu 
de chose. 

De tous les systèmes de numération , le plus simple et le plus 
naturel sans doute qu on puisse imaginer, et duquel , pour cette 
raison • on rencontre des traces presque partout , est celui qui 
consisterait à inventer un chiffre et un mot pour écrire et nommer 
Tunile^ et à écrire ou énoncer un nombre quelconque , en écrivant 
ce chiffre ou en prononçant ce mot autant de fois que le nombre 
ou il sf^i^oit décrire ou dénoncer contiendrcût d unités. On conçoit 
d*ailleurs que ce chiffre ei ce mot ne pourraient être que de purs 
signes d*instilution ; car "un caractère d^écriture et un son de la 
voix ne sauraient avoir aucune liaison nécessaire avec Tidée gé- 
nérale de Tunilé , qui est une idée purement intellectuelle ; mais, 
A cela près , cette langue des nombres serait très- naturelle , puis- 
que rien n*est plus propre à donner l'idée du nombre que Tim- 
pres&ion que nous recevons d'une collection de signes semblables. 
Le choix du chiffre et du mot seraient d'ailleurs tout à fait in«» 
différent. Il conviendrait seulement d'adopter de préférence un ca« 
racler^ facile à tracer et un mot d'une seule syllabe. 

En destinant , par exemple , à cet usage notre chiffre i et son 
nom un , qui reoiplis^ent complètement ces conditions , les nom* 

brcsque npus appelons vulgairppient un , deux , trois « quatre^ | 

c'est-à-dire , les nombres de la suite naturelle s'écriraient respec- 
tivement comme il «uit ; 

If II • m • iiii , ff 

f 

et se prononceraient de la sorte : 
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un , un un I un un un , un un un un , 



C^cst exactement de celte manière que les Romains écrivaient 
les quatre premiers nombres naturels ; et c'est également à ce sys- 
tème que Ton doit rapporter et les tailles dont se servent les gens 
du peuple qui font compte chez les boulangers « la manière de 
marquer les points au billard « les jetons qu'on donne et qu'on 
reçoit dans la plupart des jeuj de cartes et beaucoup d'autres in- 
ventions analogues. Le signe peut varier d'un cas à l'autre , mais 
ridée fondamentale, demeure constamment la même ; c'est tou- 
jours , dans tous les cas , n^n même signe répété autant de fois 
que l'on veut exprimer d'unités. A la vérité » ceux qui font usage 
de cette manière de rappeler aux yeux l'idée des nombres , les 
énoncent de la même manière que nous ; mais les horloges , lors- 
qu'elles sonnent les heures , se conforment exactement à l'esprit 
de ce système. Elles ne disent pas , comme nous , un , deux , 

trois « quatre, , mais elles répètent le son par lequel el)es 

avertissent qu'il est une. heure autant de fois qu'elles en veulent 
indiquer. 

Outre que l'adoption d'un tel système serait peu fatigante pour 
la mémoire qui n'aurait à se charger que de la forme d'un ca- 
ractère d'écriture et d'un son unique « il offrirait le précieux avan^ 
tage d'une liaison étroite entre le signe et l'idée signifiée ; car , 
comme nous l'avons déjà fait observer , il est presque impossible 
de voir plusieurs signes ou objets- pareils , il est presque impos- 
sible que l'oreille soit frappée plusieurs fois consécutivement d'un 
même son « san« qu*aussitôt , et presque involontairement , l'idée 
d'un certain nombre d'unités ne soit réveillée dans l'esprit. C'est 
donc 14 une langue très-naturelle ; aussi est-elle universellement 
comprise par tout le monde , sans qu'elle ait aucunement besoin 
d'être enseignée. 
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C*csl aussi irordinaire le moyen auquel on a recours pour ap« 
prendre à compter aux cnfans en bas âge , auxquels on fail ac- 
quérir les premières notions sur les nombres , en leur montrant 
plusieurs objets semblables , tels que des jetons , des fruits ou même 
les doigts de la main. Mais nous ferons remarquer qu'en pronon- 
çant successivement les mots un ^ deux, trois , , sur tous les 

doigts , comme on le fait communément , on court le risque de 
leur faire prendre le change , et de leur faire croire que ces 
mots sont des noms individuels imposés aux différens doigts. Il 
faut donc ne prononcer le mot deux ni sur un doigt ni sur un 
autre , mais sur Ten^emble de deux doigts. On prononcera pa- 
reillement le mot trois sur Tensemble de trois doigts , et ainsi 
du reste , en leur expliquant bien que chaque doigt isolé s'ap- 
pelle un. Nous nous plaignons assez souvent du peu d'aptitude des 
eufans pour les choses que nous voulons leur enseigner , et nous 
ne songeons pas que , la plupart du temps , la lenteur de leurs 
progrès a pour cause principale notre maladresse dans la manière 
de les instruire. 

* 

Quelque simple et ingénieuse qu^une invention puisse paraître 
à certains égards , ce n'est qu'après l'avoir envisagée sous toutes 
ses faces que Ton peut exactement en apprécier le mérite. Exa- 
minons donc si les avantages, incontestables dailleurs , du système 
de numération que nous venons de décrire ne se trouveraient pas 
plus que compensés par les inconvéniens de diverses sortes que pour- 
rail entraîner son adoption. 

Un inconvénient qui frappe d'abord , c'est qu'un nombre un peu 
grand , écrit suivant ce système , occuperait un espace fort consi- 
dérable , et qu*il faudrait beaucoup de temps pour l'écrire et guère 
moins pour Ténoncer. Ainsi , par exemple , en ne mettant que 
l'Intervalle d'une ligne du pied de roi entre les chiffres et un in- 
tervalle d'une seconde entre les mots, l'année dans laquelle nous 
nous trouvons occuperait dans l'écriture une longueur de plus de 
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dcax toises , et demanderait au-delà d'une deoii-beure pour être 
énoncé. 

A cet inconvénient , déjà plus que suffisant pour faire abandon* 
ner une pareille invention , vient s'en joindre un au4re , peut- 
être beaucoup plus grave encore ; il naît de la confusion 
que laisse inévitablement dans Tesprit cette multiplicité de ca« 
ractères et de mots semblables , du moment qu'ils deviennent 
tant soit peu nombreux. Ecrivons , en effet , de cette manière, deux 
nombres un peu grands et peu différeos , tels , par exemple , que 
ceux-ci : 



xiiiiiiiiiiiiiiii m , iiiiiTiiiiiiiTtixiiii ; 

il serait certes bien difficile de prononcer , à la simple vue , s'ils 
sont égaux ou inégaux , et , lors même qu'on serait averti à l'a- 
vance qu'ils sont inégaux , on aurait peine à reconnaître quel est 
Te plus grand des deux ; et il en irait exactement de même si , 
au lieu de les voir écrits , on tes entendait énoncer, tour à four, 
de la manière qui a été expliquée plus haut. Pour peu même 
que les chiffres du plus grand seraient serrés plus que ceux du plus 
petit , ou que la lecture en serait plus rapide , on pourrait très- 
bien prendre le change , et juger le plus grand des deux cetui-là 
précisément qui serait le plus petit. On en serait réellement ré-* 
duit à juger de la grandeur relative des nombres par le plus ou 
le moins d'espace qu'ils occuperaient , par le plus ou le moins de 
temps qu'exigerait leur énoncé ; moyens peu propres , on le sent 
fort bien , â les faire exactement apprécier. 

On apercevra trcs-sensiblemenl le vice radical d'un tel système, en 
supposant qu'entendant sonner une horloge , vers les dix ou onze 
heures du malin, on écoute alleutivemcnt les coups de cloche, 
sans songer , en aucune sorte , aux noms vulgaires des nombres; 
il est manifeste que , quelque soin d'aillicurs qu'on y apporte , 
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on se trouvera dans Timpuissance de dire exactement quelle heure 

rhorloge a indiquée. > 

Dans certaines contrées sauvages où on ne s'est pas encore avisé 
de donner des noms collectifs aux divers groupes d'unîlés , on nà 
d'autres ressources, pour faire un partage égal de fruits ou d'au- - 
ires objets f entre plusieurs individus , que celle d'en donner,- tour, 
à tour , un à chacun des copartageans , jusqu'à entier ëpaise^^ 
ment de la quantité à partager. Après le partagé fait , les ayanu' 
droit n'ont qu'une idée confuse de la valeur de. leurs, parts ; mai»^ 
ils savent que ces parts sont égales , et c'est là ce qui leur im-«- 
porte principalement. Veulent-ils s'assurer qu'entre deux nouvel- 
les lunes consécutives , il s écoule un meuve nombre de jours ? 
A partir d'une nouvelle lune , ils metlent chaque Jour une petite 
pierre en réserve , jusqu'à la nouvelle lune suivante ; ils eu font, 
de même de celle-ci à celle qui la suit immédiatement ; ils ont ainsi 
deux tas de petites pierres , et , pour s'assurer qu'elles sont en, 
même nombre dans l'un el dans l'autre , ils n'ont d'autres res-- 
sources que d'ôter continuellement , et à la fois , une pierre de 
chaque tas, afin de voir s'ils seront épuisés en même temps. C'est 
là aussi où nous en serions nous-mêmes réduits » pour nous assu- 
rer de l'égalité de deux nombres , dans le système de puméra* 
tion dont il est question ici ; mais nous saurions simplement ainsi 
que ces deux nombres , sont égaux « sans savoir bien clairement 
ce qu'ils sont l'un et l'autre. 

Une expérience fort simple peut aisédient nous convaincre qut 
notre intelligence , réduite à ses propres ressources , et totalement 
dépourvue de signes et de moyens artificiels , ne serait guère ca- 
pal'le de concevoir nettement Tidée de plus de trois unités. Si , en 
effet , nous voulons prononcer un même mot ou répétemn même 
acte quatre fois consécutivement , et avoir bien la conscience de 
ne l'avoir répété ni plus ni moins de quatre fois , nous aurons 
naturellement soin de faire une petite pause , réelle ou mentale t 
entre la deuxième et la troisième ; ce qu i revient à considérer qua 
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f ré comine 'deux collections de deux unités. Voulons-nous répén 
ter ce mêHie mot ou ce même acte cinq (bis? Nous ferons une 
pose, réelle où mentale , soit entre la seconde et la troisième, 
soit entre la troisième et la quatrième ; ce qui revient à consi<- 
dérer cinq comme deux augmenté de trois 6u comme trois aug- 
menté de deux. S*il est question de le répéter six fois, nous con- 
sidérerons six comme fornié de trois groupes de deux unité» ou 
comme formé de deux groupes de trois unités. Nous userons na- 
turellement d'artifices analogues pour les nombres supérieurs à 
six , du -moins tant qu'ils ne dépasseront pas une certaine limite 
au-delà de laquelle notre art pourrait fort bien dey^tiir tout à fait 
impuissant. C'est sans doute un pareil instinct qui a *dé terminé 
les poètes i ménager , dans les grands vers , des. repos , faute 
desquels ils n^auraient eu aucun charme pour l'oreille , incapable 
alors de juger si le rythme y est exactement observé; et c'est ', 
en effet , à l'aide de ces mêmes repos que' nous nous assumons 
qu'un vers est exact ou défectueux , sans être tenus d'en compter 
les pieds un 4 un. 

Les remarques et les réflexions qui précèdent sont plus que 
suffisantes pour montrer , qu'excepté pour de très*-petils nombres , 
le systèitie de numération qui s'est le premier offert i notre pen- 
«ée , et dont l'apparente simplicité avait pu un moment nous sé- 
duire , ne saurait , en aucune sorte , être adopté comme mi^en 
général d'écrire et de nommer les nombres. Aussi voyons-nous 
que , pour la numération érrile , les Romains l'avaient abandonnée 
au-delà de quatre , et qu'ils n*cn ont jamais Cait usage pour la 
numération parlée (*). 



(*) Poor ne rien laisser à dire sur ce système , noas devons ajouter , à 
FttSage ées personnes à qui les opérations de l'aritliinélîqne ne sont pas toot 
à, fait étrangères , qa'ils rendraieai ces opérations d*iioe exécalion .extr4$lttentetil 
faciles y car , par «xenii{4« , po«»r . ajouter un nombre à an autre , il suffirait 



« « 
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C*cst une chose fort ordinaire à Tesprit humain, lorsqu'il* s'est 

mal irouvc d'un parti extrême , auquel il ayait d*ahord cru de* 

.voir s'attacher à raison des avantages qu'il aiTait pensé pouvoir 

s'en promettre , de se jeter aussitôt dans Texlrême contraire. Il 

est donc présumable que » frappés des défauts du système que 

nous venons de repousser ,• les hommes auront songé »ussi<ôt à un 

.système tout contraire, consistant à inifcnter un chiffre particulier 

pour représenter chctcun des nombres naturels , h donner un nom à 

t/ce- chiffre et à cont^enir que le nom du chiffre serait aussi le nom du 

inombre qud> représenterait. C'est ainsi que nous en usons nous- 

m£mes..pour les neuf premiers nombres naturels ; de «prt.e que , 

pour continuer sur le oaueme plan , il ne serait questions que d'in- 

rvenier de nouveaux caractères et de nouveaux mots pour écnre 

•et nommer les nombres que nous appoUous douze , treize , qua- 

.torxe ...... 

Ce système sauve complètement les.inconvéniensqui nous avaieat 

frappés dans l'autre et qui nous avaient déterminé à lui donner 

l'exclusion. Ou voit, en effet , qu'en l'adoptant , il ne faudrait ni 

plus d'espaQC ni plus de temps pour écrire et énoncer un grand 

nombre que pour eu écrire et énoncer un petit , puisque Tun et 

.l'autre s'écriraient avec un chiffre unique et s'énonceraient . par 

.un seul Qiol. Ajoutons qu'on ne courrait plus alors le risque de 

confondre en|re eux, soit dans l'écriture, soit dans l'énoncé , 

deux nombres qui ne différeraient seulement Tun de l'autre que 

•par quelques unités , . puisqu'à chacun d'eux se trouverait affecté 

un. chiffre et un nom spécial. . 

Mais , pour peu qu'on se donne la peine d*y réfléchir, on com- 
prendra aisément que l'adoption d'un tel système nous priverait 



4*^crirs U s ecornl à la droite da premier , et ,. pour Ten retraqcher , il sof- 
firail ds lapprimer dsos U premier aotant d'anités qu'en offirirait le second* 
Oo irottrcrâii daoi les autres opéretions une facillM anijogae. 
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eomptèleiiieot des avantagM précieux qui nou^ avaient d*abord «é- 
duils dans rai&ire. Il «e manque pas de gens , en effet , à qui 
on a biea de la peine i enseigner à lire ^i à écrire, parce. quiJs 
ne peu?eni que difficilemeut parvenir à disiinguer lea unes d^aur 
très , de manière à les nommer sans hésitaliqn , les vipg^quafrc 
lellres de notre sdphabel » et. qu'ils ne peuvent, que plus diffici- 
lement encore apprendre à les figurer avec la plumi^. Pis telles 
gens éprouveraient évidemment le même embarras et les mêmes 
peines pour apprendre seulement | dans un pareil système de nur 
méra I ion , à nommer etàécrire les vinglrqualre premiers nombres 
naturels, ce qui serait certes Irès-loin de pouvoir satisfaire même 
aux besoins d'une civilisalion encore au berceau- 

Des supputations faites sur des résultats d^eypériences , en petit, 
ont conduit à conjecturer , aiFec quelqu<^ vraisemblance, que toute 
la durée de la vie d*un homme d'une capacité commune, lui suf- 
firait à peine pour apprendre à discerner ^ les uns des autres , 
cinquante mille caractères différens , en retenir les noms et ^p^ 
pliquer sûrement chaque nom à chaque caractère. Voili donc 
qu en adoptanjun semblable système de numération , tout le cours 
de la vie humaine serait nécessaire pour apprendre à nommer et 
écrire , à volonté , les cinquante mille premiers nombres natu«^ 
rels , sans qu^il nous restât du temps, pour faire quelque utile ap*. 
plication de cette vaine connaissance, lorsqu'aprcs beaucoup de 
temps et de peine , nous serions parvenus à Tacquérir. 

Nous avons fait , d'ailleurs , une concession beaucoup trop large , 
en admettant que , dans ce système» les nombres écrits occupe* 
raient peu d'espace y exigeraient peu de temps pour être énoncés , 
et se distingueraient très-facilement les uns des autres, soit dans 
récriture , soit dans le langage. Nous n'avons que vingt-quatre 
caractères seulement dans notre alphabet, et viiigt-qualrc noms qui 
leur répondent , et déjà , pour n'avoir point voulu compliquer trop 
les uns et les autres, il arrive fort souvent que, spit dans Técri- 
Tom. XXI. 45 
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ture cursîvc , soit dans un énoncé rapide , plusieurs de ces ca« 
raclères et de ces noms se distinguent mal les uns des autres; 
combien de gens , par exemple , qui , pour écrire le mot wini^ 
mum , ne font autre chose que d'écrire quinze barres Tcrlicaies 
consécutives , sur l'assemblage desquelles ils placent deux points 
à peu près au hasard. On conçoit , d'après cela , que , s'il fallait 
seulement inventer cinquante mille caractères et leur imposer des 
noms , de telle sorte que deux de ces caractères et de ces noms 
ne risquassent jamais d'être pris l'un pour l'autre , ce ne sérail 
pas par des formes et par des sons très-simples que l'on pourrait 
se flatter d'y parvenir. 

Remarquons bien d'ailleurs qu^il n'en estpoint du tout ici comme 
des mots de nos langues vulgaires , qu'il y a souvent peu d'in-- 
convéniens & écrire mal et à mal prononcer , attendu que le sent 
du discours , dans lequel ces mots se trouvent enchâssés, offre d'or- 
dinaire un préservatif suflisant contre les méprises qu'on pourrait 
commettre ; tandis que communément les mots qui précèdent et 
ceux qui suivent un nombre mal écrit ou mal prononcé ne sauraient 
offrir aucune lumière pour en découvrir la véritable signification (*). 

Ce que nous venons de dire ici de la langue des nombres est 
exactement applicable à nos langues vulgaires. On pourrait fort 
bien tenter, en effet, d'écrire et d'énoncer toutes nos pensées à 



(•) A jouions , pour les lecteurs à qui les procèdes du calcul ne sont pas étran- 
gers , que , dans ce ayslètne de nunicratîon , les grands calcuU seraient à peu 
pri;f imposiîbles. L'art d'opcrer sur les grands nombres se réduit, en effet, 
à décomposer les calculs en d'autres plus simples , dans lesquels les nombres 
sur lesquels on opère n'ont qu'un chiffre unique , cl dont il faut savoir les 
nfsullafs de meinoirc. Or , ici les nombres c'iant tous d'un seul chiffre , il 
faudrait savoir de mémoire tous les résultats d'opérations , sans avoir aucone 
ressource pour les découvrir. 
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Taidc d'un caractère et d*un son unique , de la I<!(tre a, par exem- 
ple , et de son nom. Il suCGrail .pour cela de convenir de rem- 
placer chacun des mots de nos langues par un nombre d'à plus 
ou moins ^rand, écris ou prononcés consécutivement; et nous ne 
ferons pas à nos lecteurs l'injure de nous déûer^assec de leur îu- 
telligcnce pour leur expliquer au long tout ce que cette pratique 
entraînerait de confusion dans l'écriture. et dans !e lang'^ge. On 
pourr^iit lenlcr , à rîiivcrsc , de remplacer par un caractère et un 
son particulier chacun des mots de nos langues; mais alors Tart 
de lire et d écrire deviendrait un art très-diflicile , conime il Test 
chez quelques peuples de TOricnt. 

Voilà donc deux systèmes de numération tout a fait opposés Tun 
a Tautre , que nous sommes également contraints de rejeter , at- 
tendu que Tun et Tautre ne seraient d'un usage supportable que 
pour de très-petits nombres seulement ; d'où l'on voit « pour le 
dire en passant , qu'Ici , comme dans tant d'autres rencontres, les 
partis extrêmes ne sont pas ceux desquels on retire le plus d'a- 
vantages. Nous sommes donc naturellement amenés i nous de- 
mander si Ton ne pourrait pas imaginer quelque système de nu- 
mération dans lequel , en sacrifiant le moins possible des avanta- 
ges que nous avons reconnu appartenir a ceux dont il vient d'ê- 
tre question , on ne rencontrât , qu'au moindre degré possible , les 
incouvéniens qui nous ont déterminés à les rejeter l'un et l'autre. 
Voici comment les Arabes , ou plutôt les Indiens , sont parvenus 
à résoudre cet important problème. 

On conçoit que , dans l'expression des quantités , on peut prea« 
dre également pour unité soit un objet unique , soit une collec- 
tion de plusieurs objets pris antérieurement pour unités , et c'est à 
cela y en particulier , que revient , dans le commerce , l'usage où 
Ton est de livrer certaines denrées à la douauiine ou au cent. 
On peut faire plus encore' , on ' peut former de plusieurs unités 



^^ PREMIÈRE LEÇON 

«iiiipUa une nnitë collectif^ à laquelle on imposera nn nom ; faire 
ensuite de plusieurs unités coUectÎTes réunies une unité collectire 
tVun oitlre plus élevé , & laquelle on imposera un autre nom , et 
ainsi graduellemenl ; et exprimer ensuite les quantités en faisant 
connaître coflibien elles omtîcniient d'unités collectiTes de chaque 
ordre. 

C*esl U , en effet , ce qui se pratique communément. Par exem- 
ple . de Tin^t>quatre onilés de poids appelées grains / on forme 
une unité colleciiTe appelée deni€r ; de trois denier^ on forme 
une unité collectire a|^»elée gm$ ; de huit gros on forme unef 
unité coUectiTe appelée ofwr ; de seiae onces on forme une unité 
collectiTe qu'où a ^PP^ ^^^ * ^^ ^^ eiprime le poids d'un corps 
m exprifliaut cooihîen ce poids contient de livres , d'onces , de 
Uf^M • oe oeuicn et ue grains» 

Ces choses ainsi eafendues , conrenons , pour toutes sortes de 
quanlilcs. de former de dix mnùe's simples » que nous appellerons 
aussi mnité du prtmitr ordre , une unité collective que nous appeU 
terons disaine ou dix , ou même simplement uni£é di4 second oT'* 
drt : de dix dixaines ou unités du second ordre, une unité collec« 
cive due nous appellerons certiaine ou cent , on même simplement 
itnife du troisième ordre ; de àix centaines ou unîtes du troisième 
ordre une unité collective que nons appellerons mi//f, ou unité du 
Quairième ordre , et ainsi de suite indéfiniment , en réunissant cdns-^ 
taminent dix unités de chaque ordre dans une unité de Tordre 
itninéJîutemenl supérieur, et en imposant continuellement un nom 
nouTiMU à chaque collection nouvelle. 

Instituons , en outre . les neuf caractères ou chiffres 

t , a , 3 » 4 I ^ ' .^ ' 7 * ^ ' 9 •V 
que nous uppêllcrons réspectîveiioenl 

m^, iHêSp It0ii$ fuétrii lirif, sit i mpt^huH, né^fi; 
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pour repr&enter , dans leur ordre , les neuf pren^lel^ iioiiibrff 
naturels ; et conyenons en même temps que le «om de chaque 
caractère sera aussi celuj du nombre qu'il est destiné i tùg^rér 
senter. 

Nous allons voir qù^en considërant les nombres comme eomp^ 

ses d'unités , de dizaines, de centaines, de milles, , il n^em 

est aucun quon ne puisse , à Taide de ces quelques conrentions , 
parvenir à écrire nettement , et , ce qui est Ircs^ligne de remar- 
que , sans que , pour cela , il soU nécessaire de savoir compter 
au-delà de dix. 

Supposons , en effet , que nous ayons devant nous un tas de 
blé , et qu'il soit question d'écrire en chiffres^ le nombre de grains 
dont il se compose. Formons d'abord des tas de dix grains de blé 
chacun ; ces tas partiels seront des unités du second ordre. Lors- 
que nous en aurons fait autant que le nombre total des grains de 
blé à exprimer en aura pu fournir ; s'il resic encore quelqiies 
grains de blé , ils seront certainement en moindre nombre que dix, 
puisqu'aul rement il ne serait pas vrai de dire qu'on ne saurait 
plus former de tas de dix grains de blé. Le nombre des grains 
de blé excédant , lesquels seront des unités simples ou du premier 
ordre , pourra donc être noté au moyen de quelqu'un de nos neuf 
caracJercs. Supposons, pour fixer les idées, qu'il en reste trois; 
nous pourrons les écrire ainsi , par abréviation , ( 3 ''"''') , et il noua 
restera à écrire le nombre des tas de dix grains de blé. 

Pour cela réunissons ces las dix par dix ; nous formerons ainsi 
de nouveaux las de dix /ois dix ou ceni grains de blé chacun , 
c'csl-à-dire , des unités du troisième ordre. Apres en avoir formé 
ainsi le plus grand nombre possible , s'il reste des tas de dix grains 
de blé , pour la même raison que ci-dessus , ils seront en moin* 
dre nombre que dix , et leur nombre pourra conscquemmcnl vire 
exprimé par quelqu'un de nos neuf chiffres. Supposons , pour (lYer 
|cs idées r qu'il en reste sipt ; nous, pourrqns , par. abréviation , 
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lés cnirc aîiisl ( 7 *'••) , cl les placer à la droite ou à la gauche' 
chl nomhrc des uiiiiés. Il nous reslcra alors à exprimer le nom- 
bre des tas de cent grains de bic. 

Nous pourrons scmblablcmcnl réunir ces derniers dix par dix, 
peur en former de nouveaux !as de dix fois cent ou mille grains 
Je b!é-, c'esl-à-dirc , des unilés Am ijualrième ordre. Lorsque nous 
en aurons' fait ainsi le plus grand nombre possible , s'il nous reste 
desMas de ceni grains de blc , ils seront en moindre nombre que 
dix , et consé(|uemment leur nombre sera exprimal>le par quel-- 
qu'un de nos neuf chifTrcs. Supposons, pour fixer les idées, qu'il 
en resic quatre ; nous* écrirons , par abréviîftion , a la droilc ou 
à la gauche des deux autres nombres déjà écriis, ( 4*'"*- ) ; et 
il restera à noter le nombre des las de mille grains de blc. 

En continuant de réunir ainsi , dix par dix , les (as de Tordre 
le plus élevé , pour en former de nouveau d'un ordre supérieur, 
et rn notant chaque fois le nombre des tas restant du premier 
de ces deux ordres , on parviendra finalement à des las de Tau- 
tre ordre tellement considérables qu'ils se trouveront en moindre 
nombre que dix ; de sorte qu'il deviendra impossible de pousser 
l'opération plus avant. Autant pour en fitiîr que pour fixer les 
idées , supposons qu'il en arrive ainsi pour les tas de mille grains 
de blé , et que ces las soient seulement au nombre de six , on 
écrira , par abréviation , ( 6 "*"* ) , que Ton placera à la droite 
ou à la gauche des trois nombres déjà écrits ; et le problèoie 
sera ainsi résolu. 

On pourra donc écrire le nombre de grains de blé qu'il s'agis- 
sait d'exprimer en chiffres de la manière suivante : 



unit. 



/^ mil» / ecB>« _ dit. O uni 



et Ton conçoit que 9 tant qu*on fera acconipagner ainsi chaque 
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chiffre du nom des unîtes dont il sera l'expression /on pourra, 
sans craindre aucun équivoque , se permettre toutes sortes d'in- 
versions dans l'arrangement des chiffres , comme on s'en permet 
dans la succession des lâots de la plupart de nos langues. Toute- 
fois , comme Tordre plaît naturellement à Tcsprit , parce qu'il fa- 
cilite les comparaisons et les recherches , on jugera convenable 
d'écrire constamment les unités des divers ordres des plus petites 
aux plus grandes ou des plus grandes aux plus petites. Or , comme 
ce sont les plus grandes fjui nous intéressent plus spécialement , 
dans notre manière de lire de gauche à droite , on s'arrêtera de 
préférence au dernier de ces deux partis. 

Tel devait être, à peu près, le système de numération Indien 
sous sa forme première, et, sans doute , pendant un temps plus 
ou moins long , on aura constamment accompagné chaque chif*- 
frc du nom de l'espèce particulière d'unités collectives qu'il rer 
présentait ; et c'est ainsi que nous-mêmes nous gcrivons comoia- 
uéincnt 

g im. ^pi. ^ p.. 3 lig. 



Mais , de même que les arpenteurs de profession se dispenseni 
souvent , pour leur propre usage , de ces sortes d'indications, at- 
tendu qu'ils savent très-bien iquc le premier nombre qui est écrit 
à droite exprime des lignes , et que les suîvans expriment , tour 
à tour , des poures , des pieds cl des loiscs , on peut conjectu- 
rer , avec vraisemblance , que ceux qui , par état , avaient beau- 
coup <lc nombres à écrire , en auront usé de la même manière ,. 
et que, dans la seule vue d'aîjréger , et sans préicndrc aucunc- 
nicnl faire uie découverte , ils se seront dispensés, peu à peu , 
d'écrire les noms des divers ordres d'uniiés , en remarquant que 
ces noms se trouvent sufGsamment indiqués par le rangées chif«. 
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frcs destines à en iodiquer le nombre ; de sorte qu'au lieu de 

ç«a. ^.«t. ^ùi^. 3«it. 

ils auront écrit ; comme le font souvent les arpenteurs ^ 

6-4-7-3 . 



Mais ce que ne sauraient faire les arpenteurs , quf rencontrent sou- 
vent des nombres de pieds , de pouces et de lignes exprimés par 
plusieurs clnflre$ , les calculateurs indiens, dans la seule vue de 
ménager le terrein , auront peu à peu supprimé les barres entre 
les chiffres , et auront écrit plus simplement 

6473 . 

Il est pourtant un cas , que nous n'avons pas mentionné , o& 
cette manière abrégée d*écrire les nombres ne pourrait être mise 
en usage si Ton Q*6pposait quelque correctif à l'équivoque qui en 
pourrait résulter. Il peut bien se faire qu'un nombre ne contienne 
pas d*unilés de certains ordres , inférieurs à Tordre le plus élevé 
des unités qui en font partie. Un nombre peut » par exemple , ren* 
fermer seulement 6 mille , 7 dizaines , et 3 unités. Tant qu*on ac- 
compagnera chaque chiffre du nom de Tordre d'unités qu*il exprime , 
cela sera tout à fait sans difficulté , et Ton pourra écrire 



6 «il, ^dix. 3^ 



««!• 



tomme un arpenteur écrirait 



fiVïk liA NUMÉRATION. 353 



g toi. - pott. 3lîf, 



Mais si Ton supprime tes indices et qu*on rapproche les chiffres » 
le 6 ne se trouvant plus ulors qu'au iroisième rang sera pris pour 
des cenlaines. Ce sérail un mauvaié^ moyen de parer à cet incon*# 
f éaient qiie de laisser tidé la place des centaines , et d'écrire 



6 73 



car , dans un écriture rapide ^ on risquerait 'souvent de laisser trop 
Ou trop peu d'espace ; de sorte qu'on serait souvent en doute s'il 
manque oa s'il ne manque pas d'unités collectives intermédiaires , 
et combien il en manque consécutivement ; à quoi on peut ajou- 
ter encore que ce moy^n ne pourrait être appliqué lorsque les 
unités collectives qui. manqueraient seraient celles des derniers or-- 
dres à droite. 

II. a donc dû paraître incomparablement plus commode et plus 
sûr d'instituer un chiffre qui fût le représentant de rien , et d'écrire 
ce chiffre dans tous les rangs , qu'autrement il aurait fallu lais- 
ser vides. C'est , en effet , le parti qu'on a pris ; ce chiffre est 
le G qui se prononce zéro , et qui , pendant long-temps , portail 
seul le nom de chiffre. On écrit donc 



6073 , 



pour peindre aux yeux le nombre dont il était question tout i 
Vheure. 

Tom. XXL 46 
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Telle est la numéraiion écrite généralemeot en usage aujoar' 
d'imi dans tout le monde cWilisé ; et yoilà par quelle suile d'es- 
sais et de perfeclionnemens successifs on aurait pu y être fort 
naturellement conduit , sans que de grands efforts d'inlelligcnce 
eussent dû être nécessaires pour y parvenir (♦). 

Nous nous trouvons prësenteœent , par rapport à la numéra- 
tion écrite , à peu près dans le cas où nous aurions élé si , com- 
me nous le supposions lanlôt , on avait institué un chiffre par- 
ticulier pour représenter chacun des nombres naturels. A quel- 
que multitude de chiffres qu il nous faille recourir , en effet , pour 
écrire un nombre donné , suivant le système auquel nous venons 
de nous arrêter , rien ne nous empêche de considérer cet en- 
semble de caractères comme un caractère unique , dont les di- 
vers chiffi*^^ M^^ '^ compose sont les élémens. Mais nous avons 
îri Tavautage que ces caractères composés , bien qu*en nombre 
illiiuité , sont assujéiis dans leur tracé à des règles tellement 
pi évites I tellement uniformes qu'on peut se dispenser d'en for-* 



(^) C^cst , ce me semble , an devoir rigoureux pour celui qui enseigne , 
non feulement d'eipliquer de quelle manière on a pu être conduit à cha- 
que découverte , mais encore de présenter de préférence à ceux à qui II 
S*idr0sse , parmi toutes les manières dont une découverte aurait pu être 
hlte , celle qui semble avoir dû exiger le moins dVflbrts de la part de Tin* 
leliigence. Cela fait prendre courage à ceux qui s'instruisent et les accoa« 
tume , en même temps , à bien conduire leur esprit dans les recherches 
susquelles ils peuvent être appelés. Pour qui considérerait, par exemple, 
rarithmctique comme sortie en entier et tout d*un jet d*une même ttte , 
rinveiileur semblerait avoir dû posséder des facultés surhumaines , et c*est 
ridée que )e m*en étais faiie moi-même la première fois que je Tai apprise. 
JjO comble de la perfection de son enseignement consiste à ce que celui 
qui Tétudie puisse se persuader que , pour peu qu*il eût voulu y réfléchir 
sérieuscmeiit , il an aurait découvert de lui-même tous les divers procédés. 
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mer à TayaTiae le tableau général , attendu que Tun quelcon* 
que étant donnée on saura toujours positivement dé quelle mar 
nière devra être figuré celui qui le précédera ou le suivra immé- 
diatement. 

On peut dife exactement la même chose de noife écriture vul- 
gaire. Rien n'cmpcche , en efFct , de considérer tous les mots 
du vocabulaire d^une langue comme autant dé caractères compo- 
sés ; et il sera vrai alors de dire qu'une langue a autant de let^ 
1res qu'elle a de mois. C'est mâme là ce qui arrive communé- 
ment dans une lecture rapide où nous nous arrêtons qu'à la phy- 
sionomie générale des mots ; et cela à tel point que certains mots 
peuvent manquer d*une lettre , d'autres en avoir une de trop , 
ou bien -encore contenir une lettre au lieu d'une autre , sans 
.que cela nous empêche de les reconnaître , et quelquefois même 
sans que nous y fassions la moindre attention. 

Aujourd'hui nos chiffres 

o,i,2,3,4t5,6,7,8,9; 

au nombre de é//jr , lorsqu'on y comprend le zéro, n'ont aucun 
rapport naturel avec les nombres qu'ils sont destinés à représen- 
ter , et Ce sont de purs signes S institution qu'on ne peut , qu'en 
l'apprenant d'autrui , et par un pur effort de la mémoire , lier aux 
idées qu'ils sont destinés à rappeler ; mais il n'en dût pas être 
.de même dans Torigine , et il est même présumable que , si Tin- 
. veoteur de ces chiffres leur eût donné > dès l'abord , la figure 
qu'ils ont aujourd'hui, il n'aurait jamais réussi à les faire admet- 
tre. Par une bizarrerie assez remarquable il arrive, en effet , 
que , bien qu'aujourd'hui la presque totalité des signes dont se compo- 
sent nos langues , soit écrites , soit parlées , soient des signes pu- 
..remeut conventionnels , n*ayant aucun rapport naturel avec les 
f>bjets pu les idées qu'ils soat destinés à représenter i nous nous 
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rë?ollerions Tiëanmoins contre quelqu'un qui nous proposerait YvLr 
sage d'un signe nouveau , dont le choii^ n'aurait d'autre motif 
que sa f olonté , tant l'arbitraire nous déplaît sous quelque forme 
qu'il se produise. 

; Aussi, en remontant, par les manuscrits , jusqu'à l'invention 
première de nos chiffres arabes , trouve-t«on que tels que nous 
les employons aujourd'hui , ces chiffres, comme tous les autres 
signes d'institution , ne sont que le produit des dégradations qu'ont 
subi successivement d'autres signes d'abord très-naturels « c'est-à- 
dire des signes qui , dans la pensée des inventeurs , avaient une 
liaison étroite avec les idées dont ils étaient le rappel. On conçoit 
que les mêmes recherches n'ont pu être tentées par rapport aux 
noms de ces chiffres , attendu que les mots sont des signes fngi-- 
tifs dont on ne saurait suivre la trace, comme on le fait des signes 
permanens , et d'ailleurs ces mots , étant employés parles clas- 
ses même les plus grossières de la société , ont dû s'altérer d'une 
manière beaucoup plus rapide. Nous ùous bornerons donc à re- 
marquer à ce sujet que , si Ton en excepte les mots quatre et zéro , 
les noms de -tous nos chiffres sont d'une seule syllabe , comme il 
convient pour des mots qui doivent être d'un emploi fréquent. 

Venons présentement à la numération parlée i et reprenons de 
nouveau le nombre 

64:3 ; 

on pourrait fort bien l'énoncer ainsi : six unités du quatrième or- 
dre , quatre du troisième , sept du second et trois du premier , et 
en user de même pour tout autre nombre , ce qui n'exigerait 
la création d'aucun mot nouveau ; mais nous avons déjà vu* que , 
pour exprimer les unités dû secord , du troisième et du quatrième 
ordres on avait inventé , Sans doute pour abréger le langage , les 
ftfots dizaine ou dià; , centaine ou cent et mille ; et on a é^* 
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ienent 'Créé* des mots pour exprimer les unités des ordres supé-* 
rieurs. A la vérité il résulte de là que , pour pouvoir Dommev 
tous les nombres « il faudrait créer une infini lé de mois ; mais on 
doit remarquer , d'une part , que les besoins de la société , même la 
plus avancée , exigent rarement Temploi des nombres composés d'une 
grande multitude de chiffres , et , d'une autre , que , quand cela ar-* 
rive quelquefois , on se contente d'écrire les nombres sans songer 
k les énoncer dans le discours. Nous allons voir , au surplus « 
qu*en formant la nomenclature des unités des différens ordres ,. oa 
a cherché à fajre quelque économie sur la création des mots. , 

Ijlous venons de voir que , dans le système de numération en 
Usage , les uniiés des quatre premiers ordres ont reçu , des plus 
petites aux plus grandes, ou de droite à gauche, les dénomina* 
fions d'anilésy dizaines , centaines ^ mille. Ces dénominations n^ont-^ 
comme on le voit , aucune analogie ni entre elles ni avec le rang 
des unités qu'elles expriment. Ce sont de purs signes d'institution i 
ne représentant les idées signifiées qu^en vertu d^une convention 
tout à fait arbitraire* 

Si l'on eût voulu Continue^ sur le même plan , il aurait fallu 
créer, pour les unités des ordres de plus en plus élevés, des dé- 
nominations également arbitraires et indépendantes entre elles-, ce 
qui aurait surchargé la mémoire d'autant de noms nouveaux qu'on 
aurait eu d'ordres d'unités à considérer. Pour éviter cet embar- 
ras , on a eu recours à un expédient qu'il convient de remarquer 
avec quelque attention, parce qu'on peut user d'une ressource ana- 
logue toutes les fois qu'on a des nomenclatures a créer , ce qui 
arrive assez fréquemment dans les sciences. 

On a donc considéré que , pilisque les unités du -cinquième or- 
dre étaient dix fois plus grandes que les milles ou unhés du quaî- 
trième , on pouvait fort bien lëis appeler des dizaines de nnile\ 
tout comme celles du second ordre sont des dizaines duntlés. Oh 
a' considéré pareillement que , puisque les unités du^ sixième oi^ 
^re étaient dix fbis dtx fois , c'est-i-dire » cent fois- pi us grande -qù^ 
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les milles , on pouvait fort bien les appeler des centaines de tnllh ,- 
tout comme les unités du troisième ordre sont des centaines d unités; 

Quant aux unités du septième ordre, on leur a donné un nom 
tout à fait nouveau ; on les a appelées des millions ; considérant en- 
suite que celles des huitième et neuvième ordres sont exactement » 
par rapport à celles-là, ce que sont cclles«des cinquième et sixième^ 
par rapport à celles du quatrième , ou encore ce que sont celles 
du second et du troisième , par rapport à celles du premier, on 
!es a appelées respectivement des dizaines de willions et des centai- 
nes de millions. Quant aux unités du dixième ordre , on a créé 
^oui* elles une dénomination propre , on lésa appelées des billions. 
Ce sont aussi ce que les financiers appellent des milliards. 

On a continué ainsi à n*introduire une dénomination nouveHè 
que de trois en trois ordres , en donnant constamment aux uni- 
tés dés deux ordres immédiatement supérieurs les noms de dizai- 
nes et de centaines de cet ordre ; de sorte que , pour former les 
noms de tous les ordres d'uniti^s , il suffit seulement de connais 
tre les mots dizaine et centaine , et de connaître en outre , sui*- 
Yant leuxs rangs , les dénominations indépendantes, lesquelles sont ; 

Unités , milles , millions , billions , trUlions , çuattiHions ,....; 

sur quoi nous devons remarquer , en- passant , que ces dénomi- 
nations n*ont point été très-heureusement choisies. Les mots bil- 
lions , t rd lions ^ çuatrillions f correspondent, en effet, aux 

noms de nombres deux ^ trois ^ quatre^ dont ils. rappellent 

ridée 9 tandis que ces mots ne sont point les deuxième , troisième , 
qaatrièine , ••.•• dénominations , mais bien \ts quatrième ^ cinquième , 
sixième . •.•.•• Toutefois , ces dénominations ainsi convenues , on 
sent que rien n'est plus facile que de former le tableau complet 
des noms successifs des différens ordres d*unités ; et Ton voit qu'au 
moyen de cette ingénieuse nomenclature , pour nommer et carac- 
tériser ueltcment des unités d'un grand nombre d'ordres différens , 
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on n'a guère i employer qu'un nombre de mois trois fois moin- 
dre ; et tel est Tayantage que Ton trouve dans Tart de combiner 
méthodiquement quelques racines simples pour en former des mots 
composés. 

Pour énoncer, dans le discours , un nombre écrit en chiffres , 
on aurait pu convenir , comme nous le disions tout à Theure , 



d*énoncer tour à tour, en allant de gauche à droite , les noms 
des chiffres qui le composent, en ajoutant , i la suite de chacun, le 
nom de Tespèce des unités qu'il exprime; mais cette manière de 
lire les nombres aurait été excessivement longue et fastidieuse , et 
on a très-adroitement profilé de Tordre introduit dans la nomen- 
clature des unités des différentes classes pour en rendre la lecture 
beaucoup plus concise , et pour réduire celle des nombres qui ont 
plus de trois chiffres à la lecture d'une suite de nombres de troi^ 
chiffres seulement. Expliquons donc , en premier lieu , comment 
on lit ces derniers , et faisons remarquer surtout les irrégularités , 
malheureusement trop nombreuses , que Tusage a introduites dan9 
leur énoncé. 

D'abord les nombres qui s^écrivent 



100 , 200 I 3oo , 4oo , «900 I 



dénoncent 



Cent , deux cents , trois cents , quatre cents , neuf cents* 



En suivant l'analogie « les nombres qui s écrivent 

10 , 20 , 3o , 4o t •• 90 , 

devraient s'énoncer 

Dix , deux dix , trois dix , quatre dix , neuf dix ; 
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mais le premier seul est soumis à celle règle ; les cinq qui le 

suîfent immédialemeni s'énoncent 

Vingt , trente f quarante , cinquante , soixante y 

dénominations qui seraient passablement régulières si , comme oi\ 
Ta, proposé , on remplaçait le mot t^ingt par Iç mot duante. 
Pour coniii4uer sur le même plan , les nombres qui $*écrlveal 



« • 



76 , 80 , 90 ^ 

devraient s'énOncen 

. . ■ . ' ■ 

Septante , huitante , nonante ; 

c*est aînsi « en enet , que le peuple les' énonce dans nos contrées 
méridionales , et que' nous conseillons au lecteur de les énoncer 
comme no*us le faisons nous-méme ; mais , dans les salons du midi 
et dans tout le nord de la France , on a trotivé , et il serait as- 
sez difficile de dire pourquoi , qu'il était de plus bel air de dire 

Soixante et dix , quatre-t^ingts , quatre-vingt-dix . (*) 

Il est très-vrai que soixante, augmenté de dix, font septante; mais 
quarante augmenté de dix font bien cinquante , et pourtant o\x 
n'a jamais songé à remplacer cette dernière dénomination par Tex* 
pression quarante et dix. Il est encore yrar que quatre-vingts ou 
quatre fois vingt font huitante ; mais trois vingt font aussi 
soixante-, Ton n'a pourtant jamais songé à remplacer cette dernière 
locution par la première. On comprend d'après cela que l'expres- 
sion quatre-vingt-dix est encore plus barbare que les deux au- 



»^- 



ii» 



(*) La bonne société dit poartant , en parlant de la Bible , la çersion des 
septante. 
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fres (*). Après avoir fait de la dizaine une uoiié collective , on 
ce voil pas trop pourquoi nos pères en onl é\é faire une aulrcde 
la vingtaine , et se sont avisés de la combiner avec celle-là. C*cst 
pourtant là ce qui est arrive; voilà comment nous trouvons daus 
nos vieux auteurs six i^ingts pour cent vingt ; et voilà encore com- 
ment , aujourd'hui même » un établissement de bienfaisance (bndé 
à Paris en faveur de trois cens aveugles, conserve la dénomina- 
tion des quinze-vingt , qu'on n'a pourtant jamais songé à appliquer 
aux braves compagnons de Léonidas. 11 est certain que , quand 
de dessein prémédité on aurait résolu d'embrouiller une langue 
qui pourrait être si simple et si régulière , on aurait pu s'y pren- 
dre d^une manière plus heureuse» 

Il serait bien temps enfin de (aire disparaître des bizarreries 
aussi choquantes. L'Académie française , souveraine législatrice du 
lang:»ge vulgaire, n'a jamais prétendu exercer sa suprématie sur 
la langue de Tbisloire naturelle , de la physique , de la chimie , 
ni même de la géométrie; elle a reçu humblement, et enregistré 
dans son code , ces langues diverses , telles qu'il a plu aux savans 
de les lui présenter ; nous ne voyons donc pas pourquoi elle se 
croirait plus compétente à l'égard de la langue des nombres, qui 
est aussi une langue scientifique. Que , si elle ne veut point rayer 
absolument de son Dictionnaire les mots soixante et dix ^ quatre^ 
vingts et quatre-vingt-dix , nous désirerions du moins que , gardant 



(*) Si Ton dicte lentement le nombre qnatre-QÎngt^dix à quelqu'un d^un 
pea prompt , son oreille étant d^abord frappée da son quatre , il érrira toot 
Batarellement un 4; le son Qimgt qui se fera entendre ensuite , Tavertira qiril 
faut changer ce 4 ^^ un 8 ; enfin , en entendant le son dix , il reconnaît 
tra qu*il faut corriger une seconde fois et remplacer de nouv^eau le 8 par 
nn 9. Si , en faisant une addition , on tronye septante pour la somme d^une 
colonne , et qu*on se serre de la locution soixante et dix , on sera souyent 
tenté de retenir six an lieu de sept , pour la colonne suivante* 

Tom. XXI. 47 
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un jusle milUu , clic voulul t>icn , toul au moins , déclarer que lea 
riioi3 septante , huitante , nonante soat ëgalemient do recette. 

Tôufefoi.s nous n'hésiterions pas à leur préférer les expressions 
deux dix , trois dix , quatre dix , *... De même , en bfTct, qu'un 
enfant en bas ige ne se fait jamais expliquer ^.<<par exemple , ce 
que c*est que quatre cens ^ il ne s'aviserait jamais de demander da- 
vantage ce que c'est que /juairedix] la dénomination lui indiquant 
la chose d'une manière assez daire ; tandis qu*on est oLiigé de 
lui cx^\U\iiCT fine quarante est le nom de la collection de quatre 
di\aincs. Vn eufant qui sait que cinq et trois font huit ne de« 
mandera jamais non plus combien valent ensemble cinq cens et 
trois cens , parce qu'il verra évidemment de lui -'même que cela 
ftiit huit cens ; il ne demandera pas davauiagc combien font en- 
semble cinq dix et Irois dix , tandis qu'il sera, au contraire , 
très-fondé à demander combien valent ensemble cincjuanle et trente ; 
parce qu'ici les mots ne rendent les idées que d'une manière im^ 
parfaite. D'ailleurs , l'ordre et l'uniformité plaisent et attachent na« 
turcllcment , parce qu'ils offrent plus aisément prise à faction de 
Li mémoire et à celle du jugement , et de là sans doute ce pen- 
chant des enfans en bas âge à faire tous les verbes réguliers ; or, 
CA>mment veut-on qu'ils prennent quelque goût pour les spécula- 
tions nuirér4ques , eux chez qui Tétude de la numération parlée 
doit nécessairement précéder celle de la numération écrite , si cette 
numération parlée présente, dès le début, des anomalies dont il 
est impossible de se rendre compte ? Cependant telle est l'iiidiffé- 
rence générale du public sur toutes ces choses , tel est le petit 
nombre des hommes qui en sentent l'importance que nous ne se- 
rions pas surpris de voir beaucoup de lecteurs nous reprocher d']r 
avoir beaucoup trop insisté. 

Pour leur prouver que nous sommes peu disposés à nous cor- 
riger , signalons encore une dernière irrégularité. De même que 
les nombres qui s' écrivent 
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39 , 38 , 37 , 

* 

renoncent irenU-neuf , innUhuU el irente-upt ; les nombres qui 
s'écrivent 

s'ënoncent dix-neuf ^ 'dix-huii et dix-sept ; de même donc que les 
nombres qui s'écrivent 

36 , 35 , 34 I 33 , 33 -f 3i « 

t 

» énoncent trente-six , trente-cinq , trente-quatre , trente-trois , trente-- 
deux et irente-un ; les nombres qu'on écrit^ 

16 , i5 , i4 > i3 , 12 , II I 

devraient s'énoncer dix six « dix cinq , dix quatre « dix trois , dix 
deux et dix un; cependant Tusage veut qu'on les énonce seize , 
quinze , quatorze , ireize , douze et onz^. 

Ces anomalies ne portent heureusement que sur la numération 
parlée et non sur la numération écrite qui , comme nous Ta- 
irons déjà fait observer , est d*une régularité parfaite. Cela s'ex- 
plique facilement si Ton considère que la numération écrie n'est 
guère employée que par des hommes qui ont déjà acquis assez 
d^instruction pour sentir tout le prix de runiforoiilé , et pour ne 
point y porter atteinte partout où ils la trouvent éiablie ; tandis 
qu'au contraire la numération parlée est à Tusagc de tout le monde , 
des ignorans aussi bien que des sa.vans. C'est la mêmie raison , 
sans doute , qui fait que la langue parlée des plus petits nombres, 
k Tusage de plus de gens , et des gens des plus basses classes , est 
plus altérée que celle des plus grands. C'est sans doute la même 
cause qui fait que, dans toutes les langues , les verbes dont l'em- 
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ploi est le plus fi'cqucnt , et nolammcnt les verbes auxiliaires sont 
les plus îrréguliers de tous. 

Du moment qu'on sait lire couramment les nombres qui n'ont 
pas plus de trois chiffres , la lecture des nombres écrits avec un 
grand nombre de chilTres peut êlre réduite à la règle suivante : 
Partagez , par la pensée , le nombre proposé en tranches de trois chif- 
fres chacune , en allant de droite à gauche , sauf la dernière à gauche 
gui pourra Jort bien en avoir moins ; donnez ensuite suceessii^ment 
aux tranches , toujours en partant de la droite , les noms suivans : 

unités, milles , millions , Lilllons , IrlUions, ; alors ^ en par-- 

tant de la gauche , énoncez chcujue tranche comme si c'était un nom- 
bre isolé d'un , de deux ou de trois chiffres , et ajoutez à la fin de 
renoncé le nom que t^ous aidiez d'abord donné à la tranche. 

Nous pouvons dire ici de la numération parlée ce que nous 
avons dit plus haut de la numération écrilç. Rico ne nous em- 
pêche de considérer le nom de chacun des nombres naturels comme 
un mot unique , mais composé ; et alors il sera vrai de dire que 
nous avons inventé autant de mots difTérens qu'il y a de nombres 
à nommer ; mais , par Teffet de Tari avec lequel ces mots sont 
composés, il arrive que nous n'avons pas besoin de les appren- 
dre tous k Tavanre pour £tre en état de prononcer chacun d'eux 
en particulier , lorsque le besoin l'exige. 

Il y a dans ce système , deux choses de pures conventions que 
l'on pourrait fort bien y changer sans nuire , en aucune sorte , 
à sa régularité. D'abord on pourrait , réunir plus ou mx>!ns de dix 
unités de chaque ordre pour eh composer une de Tordre immé- 
diatement supérieur , ensuite on pourrait dans la nomenclature des 
unités des dîfférens ordres , introduire une dénomination nouvelle 
de deux en deu^c ou de quatre en quatre ordres , tout aussi bien 
que de trois en trois. On ne voit pas trop , sur ce dernier point,, 
ce qui a pu déterminer le choix du nombre de trois , quant au' 
premier : le choix du nombre dix est évidemment le résultat de no- 
tre organisation, c'est*à~dire , qu'il a pour cause le nombre de 
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nos doigts quiont ëlé, sans doute , les premiers iastrumeûs dont noa$ 
nous sommes aidés pour compter. Aussi voil-on le nombre dix jouer 
ua rûle plus ou moins important dans les systèmes. de numération 
les plus divers , dans ceux mêmes des peuples qui jamais n*6nt eu 
entre eux aucune communication. 

Il n'en est pas moins vrai quen réudissant plus ou moins da 
dix unités de chaque ordre dans une unité de Tordre immédiate- 
ment supérieur, on peut , à Timitalion de notre système de nu- 
mération , en concevoir tant d'autres qu*on voudra , tout aussi ré^ 
guliers que celui - là , dont plusieurs n'auraient rien à lui céder 
du côté des avantages et dont quelqucs-un> même pourraient lui 
être préférables à certains égards. Nous n'avons donc pas seule-> 
ment en mains une langue unique, mais bien une infinité de lan- 
gues propres à exprimer uniformément tous les nombres. Dans cha- 
que système de numération , ainsi calqué sur le nôtre , le nombre 
qui exprime combien on réunit d^uniiés de chaque ordre , pour 
en faire une de Tordre immédiatement supérieur , est ce qu'on 
appelle la base du système ; et on dit , en conséquence t.que no- 
tre système de numération a dix pour base. Il est aisé de voir 
que chacun de ces systèmes exigera Tusage d'autant de chiffres , y 
compris le zéro , que sa base conliciidra d'unités. Si donc sa base 
est moindre que dix , nos chiffres n'y seront pas tous employés; 
si , au contraire , elle est plus grande , îl exigera Tintroduction 
de nouveaux chiffres. Il paraît que ^ dans une antiquité Irès-recu- 
léc , le système binaire , r*esl-à-dirc , celui qui a deux pour base, 
et qui nVxîgc conséquemmctit que Temploi des chifTres o et i , 
était connu et pratiqué danS Teànpire de la Chine. 

Il convient de remarquer ici que noire manière de lire les nom- 
bres en les partageant en tranches de trois chiffres revoient exac- 
tement à considérer tous les nombres inférieurs à mille , sauf à 
écrire un ou deux zéros à la gauche de ceux qui npni que deux 
ou un chiffic coaime ks chiffres 4 un sy&ièmij denumc^atioa 
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qui a mille pour base , et dont les unîtes des différent ordres sont 
les trancher successives de trois chiffres. 

Dans le système de nuncération qui aurait un pour base , les 
unités des diflercns ordres auraient toutes la même valeur , et consé- 
quemment ce système ne serait autre que le premier des deux systè- 
mes extrêmes de numération que nous nous sommes vus contraints 
de rejeter au commencement de celle dissertation. On pourrait 
fort bien y faire usage du zéro , et même le placer partout et au- 
tant de fois qu'on le voudrait , mais il n*y produirait qu*un en- 
combrement superflu. 

Dans le système de numération qui aurait une base inGnie , 
il faudrait une infinité d unités de chaque ordre pour en former 
une de Tordre immédiatement supérieur ; tous les nombres finis 
n'exprimeraient donc que des unités du premier ordre , et seraient 
conséquemment des nombres d'un seul chiffre ; ce système exige- 
rait donc l'emploi d'une inGnilé de chiffres différens; ce serait donc 
le dernier des deux systèmes extrêmes que leur incommodité nous 
avait d'abord conduit à rejeter. Celui-ci n*aurait pas à faire usage 
du zérO| ou plutôt l'unité suivie d'un zéro y serait le symbole de 
l'infini. 

Tous les autres systèmes de numération , à base plus ou moins 
grande , se trouvent compris entre ces deux systèines extrêmes , 
et le nôtre occupe conséquemment le dixième rang dans la série. 
On sent aisément que Tun quelconque des systèmes de numéra- 
tion qui s'y trouvent compris participera plus ou moins des avan- 
tages et des inconvéniens de l'un ou de l'autre des deux systèmes 
extrêmes , à mesure qu'il s'en rapprochera davantage. 

Nous avons essaye , dans ce qui précède , d'écrire le roman 
de notre numération , roman auquel nous nous sommes attachés 
principalement à donner autant de vraisemblance qu'il nous a été 
possible de le faire ; ceux de nos lecteurs qui désireront des dé- 
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tails sur son histoire pourront consulter , entr*autres , un savant 
mémoire allemand de M. le baron Alex» de HuMBOLD , inséré i 
la pag. 2o5 du IV.™^ volume du Journal de Mathématiques de 
M. Crelle , mémoire dont nous pourrons q[uelc}ue jour publier 
une traduction dans le présent recueil. 



Fin du vingt-umème yoiume. 
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Pour le tome vingt-unième des Annales. 



p 

X AGK 2 , ligne 16 •— placez une virgale après y, 
Pag. d8 y lig. dernière «-• supprimez en. 
^*Si* *9i l*g« Il *-" placez une çirgule après normale* 

lig« i3 — placez une pirgule après liea. 
P«g» 63 , lig. 5 — D^m I ; lisez : D„».« . 

Diw-, ; lisez : D3m-4 • 
Dim.« ; lisez : DsmO # 
P^S* 7* 1 lîg» 7 *^ après arc5; ajoatez : de grands ctrcles» 
Pag. 1 74. — L'cqualîon (a) est inexacte , et doit être remplacée par celle-cî r 

co — 3 ssyew , 

do; 

laquelle devient , en développant son premier membre 
et dif isanl par ^ , 

à*u àk au • 

dx* drc àx « 

Il n'en est pasyAnoins vrai qa*on peat ramener les caV* 
culs à intégrer rëquation (b) ; car , en posant dans Taa- 

tre 11= -r- « c*est à cette forme qa*elle se réduit. 

Vr 

Pag» 175 , — rëquation (c) doit être remplacée par celle-ci 

du dJt 

cco •— =0» — = — — yew . 
d/ do; 

Pag. a33 , lig. 9 — placez avant le mot tandis la virgule qui le suit. 
Pag. a36 , lig. 7 et 8 - placez un signe + devant la première parenthèse. 

d^i' i. ^^ 

Pag. a 48 , lig. 10 , premier bindme — j^ • we» : — . 
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DYNAMIQUE. 

Sur la théorie des forces centrales ; 

Par M. Ampère , de TAiîaddraîe royale des sciences, ctc* 

(VV\/W\'VV\(V\/\'W\fWWV\(\/V\'VV% 

I. LjA tliéorle des forces centrales , comme la dynamique elle- 
même , dans son ensemble , se divise en deux questions distinc- 
tes , suivant qu'on donne les lois du mouvement , pour en dé- 
duire la cause qui le produit , ou qu'on part , au contraire , de 
l'expression de cette cause , supposée connue , pour en déduire , à 
un instant quelconque , la position du mobile et la nature de la courbe 
qu'il décrit. L'un et Tauirc problèmes se résolvent par la même 
formule ; mais le premier est le plus simple , puisqu'il n'eiige 
que remploi du calcul différentiel , tandis que , dans le second , 
les intégrations sont nécessaires. Déjà dans un précédent article (*) , 
nous avons établi les bases de la théorie des forces centrales : 



(^) Annales , tom* XX , pag. Sy. 



a PROBLÈMES 

la not^ M'uette e»l destinée à comptétcr TarlrcTc cîfé. Nous y 
considérerons le mouvement d'un corps attire vers un point fixe 
par une force qjui décroît en raison inverse d'une puissance n 
de la distance , et nous doimepons Tanalyse complète des trois hy- 
pothèses »=:2 , n=:'^ I , nz=z3. 

II. Nous supposons le mobile M, dont la masse est prise pour' 
nnilé , attiré par la force «^ vers le point fixe O , où nous pla«- 

ff 

çons Torigine des coordonnées polaire ; en sorte que la droite 
OM=r fait avec Taxe fixe OX un angle co. Les quantités co , r 
déterminent la position du mobile dans le plan où il se meut ; 
lequel plan n'est autre que celui qui passe à. la fois par le cen- 
tre O et par la drorte quelconque suivant laquelle est dirigée la 

vitesse initiale. 

Cela posé , Taire décrite dans l'instant df par le point m , c*cst* 

&-dIre, le triangle dont la surface est , et qui est compris 

entre deux rayons vecteurs OM , OM' , infiniment voisins , menés 
aux positions de ce point qui répondent aux temps /, /+d/, celle 
aire , dis-}c , est proportionnelle à d/ par un théorème connu ;, 

càt 

on peut la représenter par Le produit — dt àl par la constante 
- . Ou a ainsi l'égalité 

9 

(i) r*à(o^cdi . 

On sait , d'autre part , que Kexpresslon en différentielles deHl 
force centrale a été mise par M* Binct sous îa forme* 






O 



(^) Voy. rarliclc cite, pag. 5^. 
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Lorsque Ton connaît la courbe parcourue par le point M , et 

Tëqualion de cette courbe — =y(a)) , îl est facile de trouver R 

r 

et d^arriyer à la loi que suit Taitractiou quand la distance du 
point M au centre augmente ou diminue. C'est ainsi qu'on -dé- 
montre , en s'appuyant sur une des lois de Kepler , que Tattrac- 
lion universelle décroît en raison inverse duquarré delà distance* 
Nous ne reviendrons pas sur ce sujet dont nous avons traité d'une 
manière suflisammcnt étendue dans l'article cité. Nous considère* 
rons présentement la question inverse. Ici R est une fonction don- 
née de r et Ton veut connaître la dépendance réciproque des quan* 
tités r 9 a> , f , c'est-à-dire , avec la nature de la courbe décrite , 
la loi continuelle de la vitesse et le lieu du point M , pour un 
temps i pris à volonté. Nous ferons plus tard Thypothèse parti- 
culière A= — — ; mais , dans les premiers calculs , on peut laisser 
R quelconque. 
.III. D'abord en faisant r::= — , l'équation (2) devient 



R=c'z' fz 






^u bien 



— — c"z=C' -; 



Multipliant par ^d;: et intégrant , en observant que 2(\z 



d#' 



=<^) 



, on obtient 



1/ 



-^..+.=.. ( iiY , 



c^ étant la constante arbitraire. Cette équation donne , à son tour , 
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d(or=:' 



y^j-. 






et il suffît d*inlégrer de nouveau les deux membres pour ayoïroi. 
IV. Les (juanlitcs c , c^ dépendent des conditions du mou?e<- 
mcni initial, ou plutôt des conditions du mouvement à une épo- 
que donnée quelconque , prise pour origine des temps. Ainsi nous 
admettons que i^^ est la vitesse qui répond à une position déter- 
minée de M , pour laquelle on suppose à r la valeur particulière 
Tq , et nous représentons par Tangle que fait la direction de la 
vitesse p^ avec ce dernier rayon vecteur, t^^ , r^, et étant con- 
nus , on en déduit c , ç^. En effet , on peut décomposer la vi- 
tesse Pq dans les deux vitesses partielles (^^Sin.d , f^Cos.d , dont 
la seconde est dans le sens du rayon vecteur , tandis que Tautre 
lui est perpendiculaire. Donc ^^d/Sin.O , ^^d/Cos.d sont les espa- 
ces infiniment petits que le mobile, dans Tinstant d/ , parcourt 
suivant ces deux directions ; et comme ces espaces sont aussi 
exprimés respectivement par r^dco^ et dr^ , on en couclul 

Il est facile de comprendre qu'on met r^ , dw^ , dr^, parce que 
CCS quantités se rapportent à une position particulière du point 
M , et qu^on laisse pourtant d/ , au lieu de mettre J/^ « parce 
que / étant la variable indépendante , sa différentielle est cons- 
tante , d'où d/:=d/„. 

En combinant avec Téquation (i) la première des deux égalités 
qu'on vient d'écrire , on a cette valeur de c 

c:s:PQr^Sin,9 
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De plus , <f est donné par l'équation intégrale 

laquelle % à cause de 



I dz I dr d 



/^-> . 



devient 



•'=j--(^)'+^/'"'- 



qui est traie pour toutes les valeurs de /, et qui subsiste , par 
conséquent , à rexirémilé dû rayon r^. Faisant donc Tz=ir^^ et met- 
tant pour c sa valeur , il vient 

c^sp^Sin/O+c^^'Cos/e+^/^fldr ; 
ou , plus simplement , 

Ainsi , Toili c et c^ eiprimés en p^ , r^ et 9. II est inutile d'a- 
vertir que la notation JJiàr exprime Tintégrale /Ràr dans la- 
quelle Dn a fait r=r^. 

y. Tout cela a lieu quelque soit R. Quand 72= — ={ji2'* , on a 



.H-f 



ainsi 



"' •' «» n—i (n— i)/--» ' 



(3) dco= '"'^' 



équation où 



ji/^ —^^ c'i'+ef 



I 
^ 



PROBLÈMES 



=^o^oSîn.â , 






(«— i;r», 






L'Intégration qu*oa doit effectuer pour aToIr o» n*est pas possi*- 
ble en général. Nous noufi contcnlerons d'iexamlner les trois cas 
très-dlstlncls /2=!2, 11=:*— i , /i=:3 , dont le premier est celui de 
la nature. 

YI. £n posant /i=:2 , Téquatlon (3) deyient 

- câz càz 



y a/4z— fi*-5'4-c' 



^^+"-('-'7)" 



on en tire 



ciî— — 



loaArc Cos.= ^ , A-df . 



V 






On peut , sans nuire à la généralité de cette équation , annuler &^ , 
car cela revient à choisir d'une maaière conyenable la directioD 
de la droite fixe OX. Il yiendra alors 



> z 



- + T/ d^ — .Cos.w 



équation d'une section conique quelconque , dont le foyer est aa 
point fixe O d'attraction. Cette équation est en coordonnées polai- 
res ; mais on ramènera les coordonnées rectangulaires x et ^ , si 

Ton fait a::=:rCos.(o , /j=rSin»a>. D'abord , Cos.oi) étant égal à — , 

on a 
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r=i 



T^-rV^-", 



De U résulte 



■=^.-.y\- - 



^J 

+ ,■ 



^où Ton voit nettement , puisque le second membre est une fonc-^- 
tion rationnelle de l'abscisse , que le point O est un foyer de la 
CDurbe. A présent, comme r=^a;>-f-/^ « ii vient 



=:-'r-+¥- 



Faisant disparaître le premier radical par Téléyation des deuT mem^ 
brcs au quarrc , on donnera à l'équation la. forme suivaule : 

elle deviendra ». en effet , 

de sorte qu^on aura 

et la section conique sera une ellipse , une parabole ou une by^ 
perbole , suivant que le coefficient N sera positif, nul ou ncgalif. 
Or , comme ce coeflicieni dépend de d , il faut se rappeler 
qu'on a , par les équations (4) i 

ft cause de iy::= 2. Donc 



'•o 
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I.® iV est ndgallf et la courbe hyperbolique soit quand on a 
|t<0 j ce qui répond à une forcé centrale répulsive, soit quand 

fi est positif, mais plus pelit que — ^-^ • Il faut donc que le rap- 



port , qui est la valeur initiale de la force centrale , soit 

plus petit que la moitié du quotient — , quotient qui exprime 

la forte centrifuge produite ^ar la vitesse ("^ sur un cercle dont 
le rayon est égal à r^ ; 

3.® iV est zéro, et la courbe parabolique, lorsque — = — ; 

la valeur initiale de la force centrale est alors exactement moi* 
lié de la force centrifuge dont nous venons de parler , et Taction 
du point fixe est essentiellement attractive ; 

3.** Enfin iV est positif , et la courbe elliptique, quand la force 

cenlrifucc — - est à son tour au-dessous de — . Quant â Tànele 

6 , il ne fait rien au genre de la courbe et n'influe que sur set 
dimensions. 

Ainsi , en résumé , on a trois cas divers. La courbe est 

Infinie 9 avec des asymptotes, quand ^■o> — « 



r. 



Infinie , sans asymptotes , quand r*o== — i 
Finie et limitée , quand ^o*K — • 

y. Nous avons déjà retrouvé deux des lois de Kepler , savoir : 
I.® Les planètes se meuvent dans des courbes planes , et leurs 
rayons vecteurs décrivent , autour du soleil , des aires proportionnel-* 
les aux temps. Celle loi résulte de Inéquation r^àu-=scàt. 

2»^ Les orbites planétaires sont des ellipses dont le soleil occupé 
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un foyer. Nous venons de prouver que la courbe est une section 
conique. Si les planètes décrivent des ellipses , c'est que la con- 

dition ('\< — est satisfaite pour elles. Mais rien ne prouve qu'il 

Ta 

n'y ait pas à^% comètes décrivant à^^ paraboles ou des hyperboles. 
Reste à prouver que 

3.^ Les quarrés des temps des réi^olutions des planètes autour du 
soleil sont comme les cubes des grands axes de leurs orbites. 
Four cela nommons T le temps employé à faire une révolution 

complète , et A Taire totale de Tellipse. L'aire parcourue dans le 

Aàt 
temps d/ sera donc — - ; et , comme orn Ta rcprcsentce ailleurs 

par , il résulte de ce rapprochement c=Z'— .Pour calculer-^, 

il faut connaître les ^emi- axes a et 6 de rdlipse. Il faut donc 
recourir à Téquation 



7-^y^+"' 



OÙ c^ est négatif à cause de ^/r=^%-^ — et de la condition 

r\< — ^ nécessaire dans l'ellipse. Mais on sait , d'autre part , que 

le rayon vecteur , en fonction de l'abscisse a/ ou ar4-|/a»— 6» , 
comptée du centre , est 



r=a-£2l^!=*l ; 



donc 



ra— ^ 



ce qui revient à 
Tom. XXII. 
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i»— j:Ka>— Zj» 



On obtient, par la comparaison de ces deux valeurs de r. 



— =— et ^--^ — —=^g/^i^ 



a'—fj* _, y y 



a f*> a f^ fé^ 



On lire de la première équation 



donc 






et comme nous ayons trouvé 






nous en conclurons 



•='-y 'i 



Pour une autre planète où le demi-grand axe a se change en 
a^ et le temps T en T^ , on a de même 

Ainsi 
c*cst-à-dlrc que les quarrcs des temps des révolutions des planètei 
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sont comme les cabes des grands axes , conformément à la loi 
cîiée de Kepler. 
YI. L'équation 



'^^V 






Mi« 



contient , dans son premier membre » rexceniricifé de Tcllipsc que 
Ton désigne ordinairement par e. On a , de la sorte , 



=r-+^ ■' 



donc 






tandis que , par Tautrc cgalilé h=Lc Ê/ — , on trouve 

c" 

Ces deux valeurs de {a devant être identiques , il faut poser 



y —J c 



Ainsi 



C^=- 



a»(i— c') ^> 7' 



Celte valeur de c/ jointe à celles-ci 



slA 9'wah 4»'û' 
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ili*t«*rmînctU Ut «lout consiaïues c . d et rattraction fi i la dis* 
Ittncc I lor»que Ton connait les deox demi-axes de lellipse et U 
Uin|>s r d'une rêvoluiion. 



VII. Nous alloos exuaÎMT • «a tetoiid Ken , Thypotlièsc ns:— i. 
Ain^ la fof« centrjiV * «« jinaportionnelle à la di&tauce et re- 
prcscQiêe par ftr. LV8««Wtt (3) deYÎenl donc 



câz 



da>=r— 



-yi. 


^1^ 


-«V 




z^ 




1/ ^'^' 


--^ — 


^4* 



\ $ • * * ^ 



C4 1^ P^^^ S4Scrire amsi 



d(tf=T 






£u ÎQKfgrant et Qommant c'^ la constante arbitraire « on troure 



-i* 



ù)=^ Arc.Sin.=: — 4-^// ; 



donc 



20 



\^^L'=J/ J^^^J^ Sin.2(co-r^0 • 



Si Ton remplaçait z par ^ , on aurait TéquatioB de la courbe 



f « 
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en coordonnées polaires , et il serait aisé de reconnaître Téqua- 
tion d'une section conique ayant un centre coïncidant avec le 
point O. Mais on peut également trouver une relation entre les 
coordonnées x^y, rapportées à deux axes rectangulaires, ayant 
leur origine au point fixe. On disposera pour cela Taxe des x de 
manière qu'on ait 

ar = rCos.(ci>— c^^) t ^z=rSînt(a>— .c^') ; 

c'est-à-dire qu'on dirigera la droite OX de telle sorte qu'elle fasse 
avec celle d où partent les arcs a> un angle c'^. Cela admis , on 
aura 

et , par conséquent , Téquation de la courbe sera 

'I: 

Elle représente évidemment une section conique rapportée a son 
centre ; savoir : une ellipse quand jjl est positif, c'esl-àriire , quand 
la force centrale est attractive , et une hyperbole quand p est négatif 
et la force centrale répulsive. La courbe a son centre à Turigine 
parce que x et ^ n'entrent pas au premier degré dans Téquation. 
A cause de l'égalité des coefBciens de x* et y^ elle est rapportée 
à deux axes placés symétriquement de part et d'autre de l'axe 
principal , et formant avec celui-ci des angles égaux à la moitié 



d^ 



d'un droit. Quand (x= — le terme en xy disparait, et l'ellipse 

devient un cercle dont le rayon est — n:-. Dans tous les cas, les 

équ.ilions (4) i en y faisant /i=— i , déterminent c et d par les 
conditions initiales du mouvement, et la constante c'' se calcule 
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au moyen de la valeur lo^ de ci> qui répond à r=:r^. Il suf&l 
de faire , à la fois , a)=cOo , r-i^r^ , dans rinicgrale en cb « r qui 
est Téquation polaire de la trajectoire. 

VIII. Passons à Tliypollièse beaucoup plus compliquée n=3 ; 
c'esl-a-Jirc, supposons la force centrale en raison inverte du cube 

des distances cl ayant pour expression — • L'équation (3) devient 
alors 

do^s — 



// (u— t-j^'+t' 



Mais , comme on peut prendre le radical avec le double signe 
4- , nous supposerons que do) est positif. Il p.>\ clair d'ailleurs 
qu'on peut , à volonté . changer le signe de dw . en comptant 
les angles a> a partir du prolongement de^la droite de laquelle 
on les comptait d'abord. En conséqucncû Tcqualion qu'il s'agira 



d'Intégrer sera 



dcor= 



K (^— c«)z^-f £/ 



et on trouvera que les équations (4) donnent 

Telles sont les bases de la discussion détaillée dans laquelle 
nous allons entrer sur les cinq cas que le problème peut oflfrir. 

IX. Premier cas» Tant que fx est plus petit que c* = *'V'oSîn.*0 , ce 
qui le rend , à fortiori , plus petit que pV*o > '^ coefficient de z* , 
savoir fx — c^ est négatif, mais la valeur de c' est positive , puis- 
qu'elle peut se mettre sous la forme ^ ° "^ ^ . Alors on a 






•..-•' 
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dci>= 



y'c'—i» 



y^.. 



y 






et Ton obtient , par Tinl^gralion , 



»=77=A--(s'"=//^'-=) ■■ 



et , par conséquent, 



y c'^f^ \ P^ c* r J 

En n'ajoulant pas de constanle , les co seront comple's de la 
droite pour laquelle on a 2 = el r = oo . C'est la supposition que 
nous admettons ici. On tire ensuite de la valeur de co celle de r , 
savoir ; 



r: 



J 






Si 11. 



\/ 



i— co 



-JL Coicc. ^ ^'-^ :o . 



<; 



Soient fait 



^, -^ _ 



='■ ^^=*i 



la constante ^sera toujours moindre que Tuniié , pour des valeurs 
positives de fx , et la valeur de r deviendra 

r = -r; = A:Coscc . oco • 

Il s*aglt de construire cette équation. 
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Soit OB ( f]g. I ) la droite a partir de laquelle se comptent les 
angles , qui répond , d'après ce que Ton a vu , à (o:=o , r=Qo . 
Celte valeur iuGuie de r donne lieu de chercher s*il nj a pas 
une asymptote de la courbe parallèle à OB. Or , si Ton mène la 

droite OG , normale à OB et d'une longueur égale à — , puis qu*on 

tire par le point G une parallèle GH à OB , la ligue GH sera 
Tasymptote en question. Pour s'en convaincre il faut prendre un 
point M sur la courbe , abaisser la perpendiculaire MP sur OG , 

et faire voir qu'à mesure que l'angle MOB=:a> diminue et se 

OP 

rapproche de zéro , le rapport — -;- , qur est toujours au-dessous 

de l'unité, se rapproche indéfiniment de i qui en est la limite » eu 
sorte qu'il est rigoureusement i pour a>=io. 
Or , on a , par l'équation de la courbe , 



et , par conséquent , 

kSin,éÊ 



0P=: 



Sin^«» 



km 

Quand a> est infiniment petit , le second membre devient — 

k 
=z — =:0G , qui est ainsi la limite de la longueur OP. D'ailleurs; 

P 
avant de s*évanouir , ai prend de petites valeurs pour lesquelles 

on peut supposer , 

3 _ p3#î 



[Sin.co=:(o<-— — t" lSin.p<a^p 



6 



et comme p est moindre que Tunité « en restant dans Thypothèse 
de f* positif , à laquelle celte figure s'applique , le rapport g: — ^ 
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est aussi plus pelil que — , et par suile -x: est moindre que 

k 

— • On Toit par là que la droile GH est , en effet , une asymp- 
tote de la courbe qui a vraiment Taspcct qu'indique la figure. 
X. Le minimum de% valeurs de r répond à Tangle a)=BOD 

; elle est OD=:A:. Au point D la tangente est normale au 



yf 



rayon vecteur. Il est naturel de compter les angles à partir de 
la droite OD. Or, il suffit pour cela de nommer ces angles a>'et 

de poser «= — H-g/. Voici donc Téqualion nouvelle de la courbe 



On voit que la valeur de r ne dépend pas du signe de a>^. Par 
conséquent , la courbe est symétrique de part et d'autre de OD, 
Deux droites inclinées également des deux côtés de cet axe ré* 
pondent à des rayons vecteurs égaux , et si Ton prolonge Tasymp- 
toie GH , jusqu'au point T où. elle rencontre la direction OD , 
puis qu'on fasse Tangle OTG^=:OTG , il est manifeste que TG^ 
sera une seconde asymptote ; ce qu'on vérifierait en observant que 

r devient inGni pour wrr— . Ceci prouve de plus que 2tT— — 

^17^2— • — ]f quantité toujours moindre que 3t7 , est Tcxpres- 
sion de l'angle GTG^. 

On a pour valeur de p , P^T/^ i-^—^ . Si fA=^ , /^='t'' ^^^^ 

GTG^=: — ; de sorte que les deux asymptotes forment entre elles 

a 

un angle droit. Elles sont parallèles si pcr-^r'. Enfin , pour 
|A>l.c' , la trajectoire se coupe elle-même « en formant d'autant 
plus de nœuds que p est plus grand. 

Tom. XXII. 3 



V. 
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XI. Au reste , U courbe reprcseotée par Téqualloa 



tios//*' 



iiSéc.p(ji/ t 



peut être algébrique ou transcendante , en coordonnées rectangu^ 
laîres. Elle sera évidemment algébrique si p est une fraction ra- 
tionuelle. Soit , par exemple , fA={c' , ^=7 ; donc 



k AVI 



On passe des coordonnées polaires r , ci>^ aux coordonnées rectan-» 
gulaires qui ont la même origine « et où. C>D est l*axe des x , eo 
posant 

ar=rCos.a>' , jrssrSiu.oi/ ; 
ee qui donne t pour Téquation transformée, 






■• • 



y 



X 

1+ 



V *"♦■/» 



d*o& H est aise de déduire 



équation du quatrième degré mais facile à construire , parce 
qu'elle est résoluble comme équation du second degré 1 soil par 
rapport à x , soit par rapport à y*. 
La valeur de jr est 



=±r 



4A^ 



a — a 



i ^ i/'aj^+aA" ; 



1»^ 
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elle fait retrouver les deux asymptotes ; car , pour x Infini , elle 
donne y=.'^7Ji. Ce sont , en effet , les valeurs de y qui corres- 
pondent aux deux asymptotes parallèles à Taxe des x , à une dis^ 

tance de chaque côté de cet axe — qui , quand p=j > est égale 

i 2k. 

£n prenant le radical \/a;*+8A* avec le signe --« « on a une 
branche de courbe fermée , pour x=:±:Ai et qui ne donne ^ réelle 
que pour des valeurs de x comprises entre les limites -\-k et — k. 
Pour or = , on a pour ces branches j>^=^y/7<2A et^=— A:k7. 
Ces valeurs répondent clairement à deux points doubles. La par- 
tie fermée vient de ce que Téquation ne contenant que des puis- 
sances paires de x , reste la même lorsqu'on y change x en *-*jr. 
C'est le résultat de la rencontre de deux courbes à branches in- 
finies. La forme totale de cette courbe est donc telle que la re- 
présente la figure 2. 

Ou trouverait , par une discussion semblable , que , pour la va- 
leur fA=|-£;* 9 la forme de la courbe est celle qu'indique la |i* 
gurc S,"** 

XIL Reprenons Téquation générale 

, càz 

d(o=s 



et voyons comment on en déduit le temps employé à parcourir 
un arc de la courbe. 

Pour cela il faut restituer — au lieu de z ; d*où Ton a 



drrfr 



.y._^ 



+C^ 



D'aillears , par le priacipe des aire» , dus — ; donc 



ao PROBLEMES 



-I — * ^'^^ 



d y ^— c*+c'r» 



Si Ton iiiicgrc entre lee limites rc=rr, et r=:r, oA aura , par 
couscijucnt « 

Cette valeur est générale ; elle cooTÎent à une hypothèse quel- 
conque sur pi « aussi bien qu'à la supposition f&<^ adoptée jui- 
qu'ici. Pour ff=c' elle se simplifie beaucoup et donne 

1= • 



Alors te temps / est constamment proportionnel à h différence 
«Ws rayons vecteurs menés de Torigine O aux extrémités de Tare 
parcouru pendant ce temps par le point mobile. Nous reviendront 
au reste , tout à l'heure , sur Thypothèse ^-^izc^. Il nous reste , 
pour le prosent , à faire observer que , bien qu'on ait , dans, ce 
qui procède « regardé fi comme positif, c'est dans ce premier cas 
de u<c' que rentre celui de fi négatif. Seulement la courbe , qui 
se construit toujours de même, tourne alors sa convexité du côté 
du centre O. H est aisé de s*assurer que cette circonstance tient 

à ce qu'en changeant ^ en •-— ft , p devient .^'T^ , el surpasse 

c 

toujours Tunilé. 

Kulîn si Ton veut , pour différentes valeurs de p et consé- 

qucmment de /i, comparer entre elles les trajectoires de différens 

iHÙnts maicricU dont les asymptotes et par suite la direction, & 

mrtir de Tinfini , soient les mêmes , il faut y introduire ( fîg. 

k 
I /* ) OG ;= -^ 9 qui a la même valeur pour toutes les courbea-, 
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au lieu que la longueur OD=k varie de l'uae 4 Tautre. On fera 



donc —s^B, alors kspb , et 



pb 



Sin.pt 



XIII. Deuxième cas. Cetie forme d'cquation est très-appropnée 
au deuiiième cas où. \kz:^e^. Elle montre manifestement comment 
cette hypothèse se lie à la précédente. En effet , à mesure qu^ 

^*— ^/x diminue et se rapproche de zéro , le nombre p=z Z 

c 

diminue de spn c6té et devient infiniment petit. On a donc à la 
limite Sin,p(azzp<a , et 

_ h 

m 

C'est Téquation de la spirale hyperbolrqiie dont Tasymptote est tou-* 
jours éloignée du centime de la distance b^ comme pour toutes les 
courbes comprises quel que soit p , dans Téquation générale . 

r= ^. "^ . 

oin. pm 

La spirale hyperbolique fait une infinité de circonvolutions avant 
qu'on ait r^o ; et , en tenant compte des valeurs négatives de co , 
on trouve une autre branche de mSme asymptote , dont la com« 
binaison avec la première engendre une infinité de nœuds* 
Néanmoins la formule 



1 

» 



que nous avons trouvée dans le numà'O précédent pour éxprlfkicr 
le temps employé à parcourir un arc de la courbe , donne , quand 
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on fait r^^O, quel que soît r, , une valeur fiaie —pr. Donc 

le temps nécessaire pour parvenir au centre, d'un point quelcon- 
que de la trajectoire, en parcourant un arc infini ^ est limité et 
proportionnel au rayon vecteur du point de départ. 



XIV. Troisième cas. Lorsque fx devient plus grand que t^z:^(^*^r^^ 
Si i/o , cr que pourtant il reste au-dessous de ^V*o '^ valeur d« 
c^f savoir ; 

est positive , tandis que celle de c* — fx est négative. 
£n mettant alors la valeurs de dco sous la forme 

. c âz 

da>= — 7 ?= , 



^'•"'''^".•+-^^' 



et posant 



— p f —7— — » 1^ 



on aura 






M • 



f/'-^i 



Intégrant et nommant \c^^ la constante arbitraire , il viendra 



pcÉ>+lc/'=l(^«+l/'^.+ ±^ . 



£n désignant par e la base des logarithmes népériens et pas* 
saut des logarithmes aux exponentiels , on trouve 



i« ^ 
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*4-|/^.+ J-=r"/' ; 



Qt à cause de 



"^ '"'■""'* V^'" 



•n a aussi 



En ajoutant ces deux équalious et divisant par 2 » il vient 



Z= • 

2 ac^A» 



SI 1 on veut , comme précédemment , compter les co de la droite 
pour laquelle rssoo et z = o , 2 et co étant nuls ensemble , on a 



T 



d*où résulte 

et , par conséquent , 



«;/'•'— c'/"* 



Voici la construction géométrique de celle valeur de r. 

Soit OB ( (îg. 4 ) '3 droite a partir de laquelle on compte les 
angles , répondant cdnséquemment aux valeurs co=:ro , /':=:oc ; une 
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parallèle GH à OB , à la dislance OG=: — est Tasymptole dtf la 

courbe» En effet , si Ton prend un point M sur cette courbe , 
et qu'on mène la normale MP à OG , le pied P dç la normale 
s'approcbera indéfiniment du point G qui en est la limite et pour 
lequel MP et r deviennent infinis. En effet , 

OP=:rSin.a)== 



^P&^^^'Pt 



or , en développant en séries les sinus et les exponentiels , et pre* 
nant a> très-petit , la valeur de OP se réduit à 



OP=_ 



O-t) 



Or , cette valeur est inférieure à — ; mais elle s'en approche in- 
définiment à mesure que a> tend vers zéro ; de sorte que , quand 
Cl) est rigoureusement nul , OP ne diffère plus de OG, 

Ainsi la droite GH est bien une asymptote de la courbe , et 
dans ce cas , comme dans le premier , il est curieux de comparer 
les trajectoires qui diffèrent par la valeur de p, mais dont Tasymp- 

tote est la même. On posera pour cela — égale à une constante 
b f d*où kzzbp , et Ton aura la valeur suivante de r 

^bp b 



eP^'^c- 



w[ I-»- ^-g h... j 



ce qui redonne Téquation rs — de la spirale hyperbolique quand 



1. 
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rentrant dans rhjpothcse déjà disculée de fx=c* , on fait p=o. 

• XV. Quatrième cas. Si fjt devient égal à ^*o'**o » ^' s'annule et 
ji — c^, est positif. On discuterait aisément ce cas en remontant aux 
équations fondamentales et y introduisant les hypothèses précéden- 
tes « mais comme notre but principal est de montrer la liaison 
successive des cas divers , nous préférons reprendre Téquation 



ac"4» ' 



Cl y poser c'=o , d'où A= X/^C—flzzroo . La valeur de z se sim- 
plifie donc et se réduit i 



2 = ; 



a 

donc 



c" 



en ëcrîvanl ^''^ pour — . C'est là ce que donnerait la considéra-* 

lion immédiate de l'équation différentielle (3). Il n'y a plus ici 
dasymptote , puisque r ne peut devenir infini que pour coss— oo . 
La constante c"' est la longueur du rayon vecicur qui répond à 
a}=:o; et comme on peut donner à co des valeurs négatives , il 
en résulte que la courbe qui n'est autre que la spirale logarithmi^ 
que ^ est composée de deux parties , Tune en dedans et Taulre en 
dehors du cercle décrit autour de l'origine avec le rayon c^^^ , et 
qui se continuent sans interruption. 

Le temps employé à parcourir un arc de la courbe peut s'ob- 
tenir indifféremment en faisant c^'so dans Tcquatlon 

Tom. XXIL 4 



a6 PROBLÈMES 



rdr 



1/ f^^ç^^c'r 

du nuœdro XII et întëgrant soîl en faisant c^so dans la yaleur 



obtenue au même numéro. Celte valeur, à la vërîté, se présente 
alors sous la forme — ; mais si Ton observe que la multipllcalioa 

o 

des deux termes de la froclion par 
donne 



/= 



C'^k" f^^^^o'r^^l/ f^-^c^-i-Jr^) ' 



on pourra supprimer le facteur commun c' , puis faisant ensuite 
c^zz^o , on trouvera celte expression exacte 



«= "-'•■ 



laquelle reste finie lorsqu'on pose r,=o ; en sorte que le temps 
employé pour arriver au centre, en partant d*un point de la courbe 
qui répond au rayon vecteur r, , est 






2 K /if— <;» 

Ainsi ce temps est fini et proportionnel au quarré du rayon vec- 
teur du point de départ, ce qui n*a rien de surprenant , car Tare i 



% • 
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bien qu^il fasse une infinité de circonvolutions , n'en est pas moins 
d'une longueur finie et proportionnelle au rayon r, , comme on 
le voit en calculant cet arc par les formules connues. 

XV L Cinquième cas. Si p est plus grand que ^'^o'"'©» ^^ valeur 
de c' est négative. En changeant c^ en — -c' , on a 



dcozzr 



K/tc— t» 



r^-ih 



ftl en fiiisant toujours 






on trouve 

dz 



pd(a^z2 



y-'-i 



latëgrant et mettant le'' pour constante arbitraire , il vient 



po)+\</'=\(z+J/ ^*^ L) , 



d'dù 



A cause de 



'+y'-^i=:"'" ■ 



-y'--i:-i 



'+y *•+ ^ 



on tire aussi 
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-y 



I trf^' 



*» d'h} 



Par conséquent en ajoutant ces deux dernières égalités » puis rem* 
plaçant z par -^ et prenant la valeur de r , on a Téquatlon de U 
courbe 






— «-. » 



et Ton doit observer que Tbypoibèse A:=co nous ramène à la spi- 
rale logarithmique. Cette supposition exclue , on voit qu'aucune 
valeur de a> ne peut rendre r infini ; mais comme la différen* 
tielle du dénominateur , savoir : 



(^V— ;;^*'^>- . 



est égale à zéro pour la valeur de a> donnée par Téquatioa 






il en résulte quîl y a un maximum de r pour le même angle 
a>« Si Ton tire le rayon vecteur correspondant que nous appelc- 
rons OD , on pourra le prendre pour Taxe à partir duquel se 
comptent les a>. 11 suffit, pour exprimer cette condition i de faire 

€0=0 dans la dernière équation. Cela donne c^^=:— , et Ton ob- 

A 

tient , pour Téquation de la courbe , 



ef «4-e -z»* "* 
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oii le maximum r=A a liea effectivement pour ci>=o. D'ailleurs 
r ne devient nul qae pour des valeurs de ta infiniment grandes , 
et de plus r reste le même quand on change simplement le signe 
de a>. On voit ainsi que la courbe est composée de deux bran- 
ches égales symétriquement disposées par rapport à Taxe OD , 
et qu^elle fait une infinité de circonvolulions autour du centre 
d'attraction, de sorte que les nœuds se trouvent tous sur Taxe OD. 
Le temps employé à parcourir Tare rc;^pris entre 'es rayons vec- 
teurs r, , r, se déduit de la form-'le générale du n.** XII. Il suf- 
fit d'y changer c^ en — £/ , pour nous conformer à rhypolhcse ac- 
tuelle. On a , par conséquent , 



Si Ton veut compter les temps à partir du point D où r^'=,k 
l^ ^""^* , on aura simplement 






T 

En faisant , dans cette formule , r^ =0 on aura le temps — de la 



demi-rcvolution. Donc 7 = .-f-JîL_Ji_=z: est la formule qui donne 

le temps de la révolution entière. On en déduit la valeur de 

1:= -;=- ; mais on a aussi c=--~-, comme on 1 a vu ailleurs , A 
pT T ' 

étant toute Taire décrite en y comprenant les portions qui sont 

parcourues plusieurs fois. Ainsi =— , d'où A — , ce qui 

pT T r * 

fournit une expression très-simple de A, 

XVII. Au lieu d'examiner cinq cas distincts, comme nous ve- 
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nons (1c le faire » on peut considérer trois genres de courbes , et 
alors la valeur de 6 n'influe plus sur le genre de la courbe , mais 
seulement sur ses dimensions. La première classe , qui comprend 
les troispremlers cas , a lieu quand p, négatif ouposjlif, est <('V%t 

OU pour — < — ^ , c'csl-à-dîre , quand la valeur initiale de la 

force centrale est plus petite que la force centrifuge produite par 
la vitesse i^^ sur un cercle du rayon r^. La seconde classe a lieu 

pour -^z=:— !^ , c'e.st-à-dire , quand les forces sont égales. Enfin 

si la force centrifuge est la plus petite , c'esl-i-dire , si Ton a 

— > — ^ , on obtient la troisième cla&sc. 

Aiii>i on a une courbe 



Infinie , avec des asymptotes, quand ^•o> — t 



Infinie, sans asymptotes, quand ^«^rz: — , 



Finie et limitée , quand f;%< — ; 

MuÎH , comme on l'a vu par la discussion précédente , le pre- 
mier uciire ne sulidivise en trois espèces, suivant la valeur de d; 
ut \i\ première est la seule où le centre d'attraction ne soit pas 
un point n.iymptotiquo de la courbe. Nous n'avons confondu ces 
\vn\n efipères en un seul genre , dans ce résumé , que pour établir 
un riippr«>(*lictt>c'>^ entre les résultats des hypothèses , d'ailleurs 
bien différentes «=2 , /i=3. 
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GÉOMÉTRIE TRAIVSCEXDAXTE. 

Application du calcul dijférentiel à la recherche 

des rayons de courbure; 

Par M. Le Barbier. 

AjORSQU'on a bien saîsî la métaphysique du calcul diflTérenlIcl , c'est- 
à-dîre , lorsqu'on a rapproché la mélhode des infiniment pelîls 
de Leibnilz de la théorie des fonctions analytiques de Lagrange , 
on peut employer la considération des infiniment petits des dilTé- 
rens ordres comme un instrument commode dans les applications 
des calculs différentiel et intégral à la géométrie et à la mécani- 
que. On parvient même , par cette voie , à des résultats plus 
simples qui semblent propres aux considérations géométriques et 
auxquels l'analyse seule ne conduirait que difficilement. 

Par exemple , l'expression du rayon de courbure qui n'est au- 
tre chose que le rayon du cercle osculateur au point de la courbe 
que l'on considère , se déduit , comme cas particulier , de la théo- 
rie générale des courbes osculatrices ; théorie qui est extrême* 
ment rigoureuse puisqu'elle repose sur le développement des fonc- 
tions en séries (^). Aussi celte méthode doit-elle être préférée 
dans l'enseignement du calcul différentiel , pirce qu'elle y traite ce 



(*) Voy. IjACRorx , Traite élémentaire , png. io3. 
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calcul d*une manière purement algébri |ue , but principil que 
s* est proposé Lagrange dans son Traité des fonctions analytiques. 

Nous nous proposons , dans cet article , d'appliquer la méthode 
où Ton considère les iufiinment pellls des ordres supérieurs comme 
nuls , par rapport à ceux des ordres moins c evés , à ^a recher* 
che de diverses expressions du rayon de courbure des courbes. 

Puisqu'une courbe peut êlre considérée comme un polygone 
d'une infinilé de côlcs infiniment petits. S )ient mm' , m'm^' deux 
côiés infmiment petits d'une courbe AB ( fig. 5 ). Concevons deux 
droites wC , n'Q , respectivement perpendiculaires sur les milieux 
n , n' de ces côtés , et concourant en C. Il est clair que si , de 
leur point de concours C comme centre , et avec sa distance au 
point m pour rayon « on décrit une circonférence , elle passera par 
les trois points m ^ m' ^ m^'. La partie de celle circonférence com- 
prise entre les deux points extrêmes coïncidera avec la partie 
correspondante de la courbe , dont elle mesurera, pour ainsi dire i 
la courbure au point m' ; car , ne pouvant faire passer qu'un cer- 
cle unique par les trois mêmes points , celui qui passe par les 
trois points m, ^ m! ^ m^' approche le plus possible de Tare m^m' ^ 
m'* de la courbe. Ce cercle unique s'appelle , comme Ton sait , 
le cercle osculaleur , et son rayon est dit le rayon de courbure. 

Soient OX , OY deux axes rectangulaires auxquels la courbe 
soit rapportée ; soient np , vlp' les ordonnées des points n , n' que 
l'on peut supposer sur la courbe ; soit nq une perpendiculaire du 
point /i sur n'q' ; et soit enfin désigné par tp l'angle nn^if , ou 
l'angle que fait la tangente au point /i avec l'ordonnée n^^'. 

L'atigle que font entre elles les tangentes à la courbe aux points 
71 , n' sera la différentielle de l'angle (p ou d(p. C'est aussi l'angle 
que font entre eux les deux rayons nC , n'C , de sorte qu'on aura 

dcp=rSiu.d(pnTang.d^=: 7^^^ «" » 
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«n dé&ignant par 5 l'arc An et par 71 le rayon 'de courbure nC. 
Ou aura donc 



R= 






(') 



Mats le triangle nn^q ^ dans lequel Tangle nn'qzstp^ nn'sids , 
nçzzzdx et n^q=df^ fournit les égaillés suivantes, 



c>in.(p= •— } 



r ^^ 



iang.<p=s— , t»ot.y= 



dx 



Séc.cp= ~- , Co$éc.9= — - . 
^ ày * dop 

En dlffércntiant les six expressions (s) , on a 



dtp 






d«j>= 



jrHi^) 



dx 



ds^ 



• ^? = 



■■<î) 



d5» 



dy=s ■ ■ , dcp=: 



'-••-(.t] 



d^da; 



ûsdy 



(^) 



y 



(3) 



Si Ton substitue successivement chacune de ces expressions de la 

• as 

diflerentielle de Tare y dans Tcxpression (i) — du rayon de cour- 

bure , on aura 
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71= - 



âr 



Ci)' 



âx 









n=z— 



âshlr 



n=z 



âs^â 



X 



^^••"(f;)' 



âs*âr 



(4) 



Pour avoir les expressions du rayon de courbure relatives aux 
coordonnées polaires , soit O ( fig. 6 ) un point pris arbitrairement 
sur le plan de la courbe AB ; soit PQ une droite fixe menée ar-- 
bitrairemcnt par le point O. Un quelconque n d^s points de la 
courbe sera déterminé par Tangle QOn et par la distance On du 
point O au point n. L'angle QON et la longueur O/i'sont les 
coordonnées polaires du point n. Les points n , n^ étant supposés 
les analogues de ceux de même dénomination de la figure 5 ; si 
Ton mène à la courbe des tangentes par ces deux points ; que 
Ton désigne par ^ l'angle que fait la tangente au point n avec 
le rayon vecteur On , et par(p^ Tangle que fait la tangente au point 
n^ avec le rayon vectei^r consécutif On^ , pn aura, par les prin« 
cipcsdu calcul différentiel , ip'=:<prhd<p. Soitde plus Ang.QOn=:a) ; 
on aura , eu désignant par D , le point de concours de Cn et On^ ^ 

Jng, ODC=D/i^C+DC/i^5=90^-T-v— dy+DC/i' , 



iloù 



.>/fï^.0DC=O/ïD4-wOD=:90*^— (p+dw ; 



(jO«— ^— d<p+DCn^=90*'— ^+da) , 



et , par conséquent , 
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DCo'=:dy+dw . 

Ainsi , R désignant le rayon de courbure , on a 

P un' ât -~. 

~ DtV ~ àf+dm ' ^ ^ 

Menons présentement nq , perpendiculaire sur On' , et poson* 
On=jr , ny = dx; on aura dx=_^dw , qn' = djr; au moyen de quoi 
le rayon de courbure deviendra 



(5) 



mais le triangle nqn' fournit les six expressions '(3) , et par suite 
les six expressions (3). Subsiiluani donc tour à tour ces six der- 
niores pour dip dans (6) , on aura 



dxd/+^î.d (^) ' 

d.'dx-Hrdy.d('^)' 

R. 



dx*- 




(.îï 


ds'àx—/dx 


-m' 




yis 


•ir 



djdx*+_^d/'.dr y ^ dsôxdy — -^^dx'.dr —y 

Si , pour se conformer aux notations usitées , on remplace y par 
r , il faudra remplacer àx par rdu et àj' par dr ; et alors les for- 
mules ci-dessus deviendront 



/!= 



d.d„+d,a(±i)' M..-is,{^- 
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liss 
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Ces expressions du rayon de courbure ne se trouvent pas dans les 
traites de calcul diflcrenlicl , ou du moins on n'y en rencontre 
que quelques-unes. Comme , suivant les applications que Ton fait 
du rayon de courbure , telle expression est préférable à telle au- 
tre , nous avons pensé qu'il ne serait pas sans utilité d'en offrir 
ici un tableau complet. 



QUESTIONS PROPOSEES. 

Problème de dynamique. 

JJécouvkir les diverses circonstances du mouvement d'un point 
mobile autour d'un centre fixe dans les diverses hypothèses d'une 
force centrale 

i.° En raison inverse de la simple distance ; 

2.* En raison directe du quarrc de la distance ; 

3.^ En raison directe du cube de la distance ? 
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AJVALYSE ALGÉBRIQUE. 

Nouveaux développemens sur les procédés élé- 
mentaires qui peuvent servir à déterminer les 
valeurs maximums et minimums desjbnctions 
algébriques ; 

Par M. Emile Bary , professeur de physique au Collège 

royal de Charlemagne. 

XSIK 'W\(W\(\/Vl'VVW\/\ 

Un sait qae , dans beaucoup de circonstances , il n'est pas né- 
cessaire , pour déterminer un maximum ou un minimum. , de re-* 
courir à la méthode générale que fournit le calcul différentiel pour 
traiter ces sortes de questions. On trouve dans les Élémens d'al- 
gèijre et de géométrie analytique de nombreux exemples de maxi- 
mums et de minimums obtenus par des considérations fort sim- 
ples qui se résolvent presque toujours dans la proposition suivante : 
Une grandeur est réelle ou imaginaire , suiçant que de deux autres gran- 
deurs dont elle dépend , tune surpasse F autre ou en est surpassée ; et 
lorsque ces deux dernières sont égales , la première est un maximum 
ou un minimum. L'application de cette règle , outre que le plus 
souvent elle conduit au but d*une manière fort simple , jouit en- 
core du précieux avantage de faire facilement distinguer , dans 
le plus grand nombre des cas , le maximum du minimum ; ce à 
quoi on ne peut communément parvenir par l'application des mé- 
thodes différentielles qu'à l'aide d'un nouveau calcul. 

11 me semble , toutefois , qu'on pourrait rendre encore plus 
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fréquent Tcmploi des procédés purement algébriques , daivs la re«^ 
cherche des maximums et minimums. On metlrail ainsi i la por- 
tée d'un plus grand nombre de personnes la solution de beau- 
coup de problèmes curieux de physique et de mécanique. Pour 
donner des exemples de cette utile extension , que réclament les 
mathématiques élémentaires , je me propose , dans ce qui va sui- 
vre I de traiter diverses questions de maxintums et de minimums , 
par de simples considérations d'algèbre et de géométrie analytique. 

§• I. 

Maximums et minimums dans les fonctions dune 

seule sHJLriable. 

i« Je commencerai par les fonctions d'une seule variable :r qui , 
après avoir été multipliées ou divisées par un facteur numérique 
connu , peuvent se présenter sous la formera* — xT , p étant po- 
sitif , m et n entiers et positifs et n^m. 

Ecrivons 

px^ — x^ssq ; 

supposons de plus que la variable x et la quantité ç qui en dé- 
pend doivent être positives , et cherchons le maximum ou le /tii- 
nimum dont la fonction y est susceptible. Pour le moment , re- 
gardons q comme une quantité connue ; nous aurons Téquation 
trinôme du iti.'""' degré , 

or* — px^'+qzzzo • (A) 

Elle pourra être remplacée par le système des deux équations 

7=x" , (i) r=p^—g • (2) 

Imaginons que or et ^ rcprésenlent les distances de points in- 
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ronnos , situés sur un plan , à deux axes reclangulaîres traces sur 
ce même plan ; les équations (i) et (3) caraclériscront respec- 
tivement deux paraboles des degrés m et n ; el les points d*iii« 
tcrscction de ces deux courbes auront pour abscisses les râleurs 
de X qui satisfont à Téqualion (A). Il faudrait donc , pour trou- 
Ter , par une approximation graphique , les racines réelles de Té- 
quation (A) , construire les courbes (1) et (a); mais, pour at- 
teindre noire but, il nous su(Bt d'avoir une idée de la forme et 
de la position de chacune déclics. D'abord nous pouvons suppo- 
ser les nombres m et fi premiers entre eux , car , s*ils avaient 
un facteur commun , Téquation (A) serait susceptible d*abajsse«* 
ment , et à Téqualion proposée nous substituerions une transfor^ 
mée où m serait premier avec /i. Examinons les trois cas qui 
peuvent s'offrir. 

Premier cas : m pair et n impair. 

La courbe (i) est alors une parabole symétrique par rapport 
à Taxe des y 9 ^^ située tout entière au-dessus de Taxe des x , 
comme la parabole quarrée (/=j:'). La courbe (a) a une forme 
analogue à celle de la parabole cubique (jrzzzpx^) ; mais le point 
d'inflexion de la parabole (2) , au lieu de se confondre avec l'o- 
rigine , est situé sur Taxe des y ^ au-dessus de Taxe des :r, et à 
une distance q de ce dernier axe. Toutes les fois qu'on donnera 
q^ cette courje sera facile a construire. On voit aisément , sans 
avoir besoin de tracer une figure , que les portions des deux cour- 
bes qui s'élèvent dans Tangle des coordonnées positives pourront 
se couper en deux points ou se toucher en un seul ou enfin ne 
pas se rencontre. La courbe (i) est constante de figure et de 
situation ; la figure de la courbe (2) ne dépend que de la quan- 
tité connue p ; mais son point d'inflexion s'abaissera , et par con- 
séquent sa situation changera à mesure qu'on fera croître q. Si , 
pour une valeur attribuée â ^ , les deux courbes ont deux points 
communs , on rapprochera ces deux points l'un de l'autre , en aug*- 
mentant la valeur de q. Pour une certaine valeur de q ils coin- 
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cidcront. EnGn , pour toute valeur plus grande , assignée à ^ , il 
n'y aurait plus de rencontre , et x n'aurait aucune valeur réelle. 
Donc « pour que Tcqualion (A) admette deux racines réelles et 
positives , q doit être susceptible d'un maximum , répondant au 
contact des courbes (i) et (3). 

Deuxième cas : m impair et n pair. 

La courbe ( 1 ) ressemblera à la parabole cubique Çyz=x^) , et 
la courbe (2) à la parabole quarrée (j'=spx^) ; seulement le som* 
met de la parabole (2) sera situé sur l'axe des^, au-dessous de 
Torigine et à une distance q de Taxe des x. Pour une valeur 
convenable de q , les courbes (i) et (2) ( qui se coupent né- 
cessairement en un point situé dans Tangle où les deux coor- 
données sont négatives ) se rencontrent en deux poiqts dans Tan- 
gle des coordonnées positives, q augmentant , le sommet de la 
courbe (2) s'abaissera , et les deux points deviendront plus voi- 
sins ; enfin il y aura « comme dans le premier cas , coïncidence 
des deux points , et par conséquent contact des deux courbes , 
lorsque q atteindra sa valeur maximum. 

Troisième cas: m et n tous deux impairs. 

On pourrait traiter directement ce troisième cas , et arriver à 
la même conclusion que pour les deux premiers ; mais il est aisé 

de ramener le cas dont il s'agit au précédent , en posant 0:^=— , 

ce qui donne successivement pour l'équation (A) 






9 9 



et Ton voit que celte dernière équation où m est impair et m— ri 
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pair , est de même forme que celle qui vient d^élre examinée. (*) 
Tout se réduit donc , pour obtenir le maximum de la fonction 
q , i exprimer les conditions analytiques du contact des courbes 
(i)et (2). Les abscisses des points communs à ces deux courbes 
doivent évidemment satisfaire à l'équation (A). Pour que ces deux 
points se réunissent en un seul , il suflîra que leurs abscisses soient 
égales , puisque , dans chacune des deux courbes , à une abscisse 
correspond une seule ordonnée. Ainsi il faut que Téquation (A) 
ait deux racines égales. D'après les principes connus , sa dérivée 

ma:""'— n/?ar*"*c=o • 

devra avoir pour plus grand commun diviseur commun avec elle 
le facteur du premier degré 






»' 



Remplaçant donc x dans (A) par sa valeur A/ ^p , on trouvera 

Tel est le maximum de la fonction q , et ^/^ -^ p est la valeur 
correspondante de la variable x (^* 



(*) Ces coQsidërations géomëtriqoes se simplifieraient si Ton se bornait 
aux deaz cas de /i=i et de n=m«— i , ce qui saiBrait pour la (dupart des 
applications proposées ci-après* Si n=i , la courbe (a) se re'duit à une ligne 
droite de direction constante et dont l'ordonnée à Torigine varie avec q , 
et Ton fera rentrer le cas de ii=/ii-*i dans celui de /i=i , en posant 



I 



(^) Je n'ai point k discuter ici les équations Irin6ines de la forme rv* 
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Oltserrons que la condition de réalité 



'-(^'^\yi.^)-rw\ 



peut 8e transformer en celle-ci 

p^ m 



y\f{'^T-ym"' 

et que si , </ ëtant une qoanlitc donnée , p était une fonction de x 
de la forme — ^^ , le second membre de cette dernière inégalité 

ou égalité serait la yaleur minimum de p. 

2. Voici les énoncés d*un certain nombre de problèmes qui ne 
soni que des cas particuliers de celui que je viens de résoudre. 

Quel est le maximum de l'ordonnée^, i.« pour la courbe de 
Descartes x^—3£W7+r'=o ; a.* pourlacourbe^ss— ^ ; 3.0 pour 
la courbe ax^ — Zaxy^'k-j^—o ; 4.** pour la courbe x^-^oxy+^^^o ; 
S.^pour la courbe 7= -j^^ip^ ? 

De tous les cônes droits , à base circulaire , dont la surface 
convexe est la même 1 quel est celui qui a le plus grand vo* 
lume ? 

De tous les cylindres droits , i base circulaire , qui ont le mè'- 



pnJ'^ -^tpsLo ; car y puisqu'elles admettent ton jours une racine postiîve , la va- 
leur de leur dernier terme q n'est susceptible ni de maximum ni de mi^ 



mmum» 
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me Tolume , quel est celui dont la surface totale est ua maxi* 
mum ? 

Parmi tous les cylindres droits , i base circulaire , inscripti- 
bles à un cône droit donné , également à base circulaire , quel 
est celui qui a le plus grand volume ? 

De tous les cônes ou cylindres droits , à base circulaire , ins<- 
criptibles à une sphère donnée , i.^ quel est celui qui a le plus 
grand volume ; 2/ quel est celui qui a la plus grande surface 
convexe? 

Quel est le maximum des triangles isocèles inscriptibles à un 
cercle donné ? 

Quel est le maximum des scgmens paraboliques qu^on obtient 
en coupant par des plans un cône droit limité , à base circulaire ? 

Quelle est la fraction dont la puissance n diffère le plus de 
sa puissance m? 

Un point matériel , dont on connaît la position sur une droite 
donnée , et qui ne peut se mouvoir que sur cette droite, est at- 
tiré vers un centre situé sur une autre droite donnée , parallèle 
a la première. En quel point de la second droite ce centre doit- 
il être placé pour que la composante de la force attractive , diri*- 
gée suivant la première droite , soit la plus grande possible ? On 
suppose que Taltraclion s'exerce, entre les deux points , en rai- 
son inverse de la puissance entière m de la distance qui les sépare. 

Ce problème est applicable a la théorie de l'aimantation quand 
on y fait m s: 2 (*). 

La question suivante s*offre au physicien , lorsqu*il veut véri- 
fier , à Taille de la balance de torsion , la loi des attractions élec- 
triques (**)• 



(•) Voy. le tome second «le la Physiqne d*Hauy. 

(^) Voy. le Précis de physique de M. Biot, tom. i.^^ , pag. 4^4 et 4S5 , 
•u mieux &on Traite général , tom. II. 
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m étant la force àe torsion du fil , pour un angle d*un degrë , 
c l'arc initial qui sépare les deux boules , avant qu'on leur ail 
communiqué des électricités contraires, arc que Ton peut confon* 
dre avec sa corde ; F étant , pour Tunilé de distance , Tatlrac- 
tion mutuelle des deux boules électrisées ; enfin c-^x étant Tare 
que la boule mobile a décrit quand l'équilibre a eu lieu , quelle 
est la valeur maximum de F qui peut amener cet équilibre ; et 
quelle est la valeur de a: qui correspond à cette limite? 

On suppose que les distances se comptent suivant les arcs «que 
la force de torsion est proportionnelle à Tare de torsion , et que 
les attractions électriques sont en raison inverse des quarrés des 
distances (*). 

3. Je vais maintenant résoudre une question de minimum « en 
me servant encore de la considération du contact des courbes. 

Sur la droite qui joint deux points lumineux , quel est le point 
où la somme des quantités de lumières qui en émanent est la 
plus petite ? On suppose qu'à Tunité de distance les intensités 
des deux lumières sont b et c , et qu'en général ces intensités 
suivent la raison inverse des quarrés des distances. 

Soit a la distance mutuelle des deux points donnés ; soit x la 
dislance du point cherché à l'un d'eux , et soit s la somme des 
quantités de lumière qui doit être un minimum , et qu'on regar- 
dera d'abord comme connue. On a Téquation 

-+-r-^-=*- (A) 

(*) «Taarais pu encore placer ici les qaeslioDs qui ont pour objet la di- 
rection la plus avantageuse à donner aux ailes d*un moulin à vent ou aux 
aubes d*une roue hydraulique* Voyez , à ce sujet , le chapitre des gaz , consi" 
sidérés comme moteurs « dans le Traité des machines , de M. Hachette , et Tar- 
ticlc aubes , dans la partie mathématique de ï Encyclopédie méthodique. 
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on peut lui substituer rensemble des équations 



»• ' 



(-) 



f=S^^ ' ■ • (2) 

L'ëqualion (i) caractérise une hyperbole cubique qui a pour asymp-- 
tolcs les deux axes , et dont les deux branches sont situées au- 
dessus de Taxe des x , Tune à la droite de Taxe des y ^^ l'au- 
tre à la gauche de cet axe. L'équation (2) appartient à une courbe 
de même nature, quia pour asymptotes une parallèle à l*axcdes 
y menée à la droite de Torigine, à une distance a de cet axe , 
et une parallèle à l'axe des x f élevée au-dessus de ce dernier axe 
d'une quantité s. Les deux branches de celte courbe s'étendent 
au-dessous de leur asymptote horizontale , et s'abaissent symé- 
triquement par rapport à leur asymptote verticale. Il est évident 
que les branches droites des deux courbes se couperont toujours 
en un point , et qu'il en sera de même de leurs branches gauches. 
Les abscisses de ces points d'intersection étant l'une >a et l'au* 
tre négative , répondront à des points situés sur les prolongemens 
de la ligne qui joint les deux lumières. Ainsi , quelle qye «oit 
la somme 5 , il y aura toujours deux points placés l'un à la droite 
des deux points lumineux , l'autre A leur gauche , qui recevront 
la quantité de lumière donnée. 

Quant à la branche droite de la courbe (i) et à la bran- 
che gauche de la courbe (2) , elles se rencontreront en deux 
points , si l'ordonnée de la courbe (2) à l'origine , qui est égale 

à s , a une valeur assez grande pour qu'il y ail intersection. 

Si donc cette condition est remplie , il y aura , entre les deux 
lumières , deux points qui satisferont encore à la question. Mais 

si l'on fait décroître * , et par conséfjuent «— — , riniersection 

Tom. XXIL 7 
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pourra se changer en contact ; et , poar toute valeur de s plus pe- 
tite que celle qui donne naissance a ce contact , les deux bran- 
ches dont il s'agit ne se rencontrant plus , il n'existerait , entre 
les deux points lumineux , sur la ligne qui les joint, aucun point 
qui reçût de leur ensemble une si faible quantité de lumière. D'où 
il suit que , si les deux hyperboles se touchent, la projection de 
leur point de contact sur Taxe des x est le point où la somme 
des intensités des deux lumières atteint son minimum. 
' En désignant par X et K les coordonnées courantes , on trou- 
vera facilement pour les équations des tangentes aux deux cour- 
bes (i) et (2), au point (x.jr) , 

Si les deux courbes se touchent , les équations des tangentes qui 
leur sont menéles par leur point de contact {x^y) doivent être 
ihdentiques. 11 faut donc que Ton ait 

a6 ac 



• 



OU bien 



xà (a—x)i ' 



\ a-^x J c 



foù 



=^- 



et 9 par suite , 



l/T 



,= . «^* 



i^l+y/'c 



Celte valeur est celle de l'abscisse cherchée ; et , pour le mini- 
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mum de la iomme des quanlhés de lumières reçues , il vient » 
les réductions ^ 



après les réductions ^ 






4* Je Tais indiquer ici renoncé d'un problème connu qu*on 
pourra traiter par la méthode précédente. 

On a deux milieux séparés Tun de* Taulre par une surface 
plane. La vitesse de la lumière dans le premleix est à sa vitesse 
dans le second comme i est à n. Quelle est la ligne brisée que 
la lumière doit suivre pour se propager dans le temps le plus 
court d'un point donné dans le premier milieu a un point donné 
dans le second ? 

On reconnaît d*abord , sans calcul , que les rayons incident et 
ré/racié doiYetit être situés dans le plan mené, par les deux points 
donnéi , perpendiculairement à la surface de séparation des deux 
milieux. On trouve ensuite que le temps le plus court corres- 
pond au contact de deux hyperboles du second degré , et que la 
condition analytique de ce contact peut être traduite ainsi : Le 
sinus de F angle de réfraction doit être au sinus de F angle dinci^ 
dence comme /i est à i. C'est la loi fondamentale de la dioptrique. 

5. Je choisirai encore , pour exemple , la recherche de la direc- 
tion que l'homme doit donner a ses pieds ( supposés réduits à 
leurs axes ) pour que l'aire du trapèze de sustentation soit un 
maximum (*). 

Soit p la longueur du pied » ou, en d*autres termes, la longueur 
commune des deux côtés non parallèles du trapèze. Prenons pour 
axe des x la droite qui joint les talons , et pour origine des coor- 



(*) Yoy. la pag. 86 da tom. XXI du présent recueil. 

J. D. G. 
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données rectangulaires Tune des entremîtes de cette ligne , sa- 
voir : rexd'caiilé située vers la gauche. Nommons a la distance 
connue et constante qui sépare les talons. Pour que le quadrila- 
tère de sustentation soit un trapèze , les axes des pieds devront for- 
mer des angles égaux avec la ligne a. Il suffit donc de détermi- 
ner la direction de Tun de ces axes , de l'axe du pied droit , 
par exemple , ou , ce qui revient au même , la position de son 
extrémité antérieure M , c'est-à-dire , de la pointe du pied droit. 
Or, ce point IVI doit se trouver sur une circonférence de cer- 
cle dont Téquation est 

clierclions Téquation d'une seconde courbe sur laquelle le point 
M doive aussi être situé , pour que le trapèze soit équivalent à 
un carré b* , que nous supposerons connu. Cette dernière condi- 
tion est exprimée par Téquation 

xjrzzib^ ; (a) 

donc le point M cherché doit aussi se trouver sur une hyperbole 
équilalère , ayant les axes des coordonnées pour asymptotes , et 
dont le demi-axe est la diagonale b^ 2 du quarré donné d\ a: et 
^ devant être positifs « bornons-nous à considérer celte des deux 
branches hyperboliques qui s*étend dans l'angle des coordonnées 
positives. Cette branche pourra successivement couper le cercle 
en deux points , le toucher^ et enfin ne plus le rencontrer , si 9 
en partant d'une valeur très-petite assignée à b^2i on fait croî- 
tre cette diagonale ou b^ de plus en plus. Or , le point M ne 
pouvant être construit qu'autant qu'il est commun au cercle et 
à rhyperbole , on voit que le maximum de b^ ou de l'aire du 
trapèze correspond au contact des deux courbes. Les équations 
de leurs tangentes sont 
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É 

poar le point {x ^y) de contact des deux courbes , on a 

f "^ « * 

ou 

y=jr^— ax . (3) . 

celle équalloon , combinée avec l'équation (i) , donne 



a:*--4w: =î/^"— (jr— a)* 



d'où Ton tire 



3a fl*— ®* 
X* XA ^ »0 ; 



ce qui donne 






Celle des deux valeuns de x qui répond âu AÎgne -^ du ^radical 
doit être rejetée , si elle est 'positive , parce qu elle est .plus pe- 
tite que o« ce qui « d'après l'équation (3) » rendrait y imagi- 
naire ; et si elle est négative , ce qui a lieu pour a"^,p » il est 
évident qu'elle doit pareillement être exclue. Je né m'arrêterai 
pas à calculer la valeur.de y non plus que celle de Taire mazimim* 
Je remarquerai seulement que la ferme 



T-îy^- 



sous laquelle on peut écrire la valeur convenable de x^ indi- 
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que visiblement qu'à mesure que la distance rt augmente , or con- 
verge vers a ; c'esl-à-dire que , plus les pîeds sont éloignés l'un 
de Kautre et plus aussi ils doivent s'approcher du parallélisme 
pour que l*aire é^ sustcnlaliou soit un /noximiiiii. Si a est nul i 
en a 

ce uni iM^nivt^ t|u*alors l'angle des deux pieds doit être droit. 

(i. tV(^hV^^ 1*0 qui précède on résoudra , sans difTicullé , la 
i^u^fiM^^H iiulvttule : 

tlUU«ir un nombre a en deux parties telles que le produit de 
\^ m.""" puissance de la première x par la n.*''"' puissance de la 
^^MMuItt 0— X soit un maximum? 

Ou trouvera , par la considération du contact d'une parabole 
ilu m.^*^ degré avec une hyperbole du nJ*'^ degré , qu'il faut di* 
viser le nombre a en parties proportionnelles aux exposans des 
puissances dont se compose le produit dont il s'agit. 

La méthode qui vient d'être exposée s'applique aussi à la re-^ 
cherche des valeurs maximums bu minimums d'une fonction trans- 
cendante d'une seule variable, pourvu qu'on sache mener des tan- 
gentes aux courbes transcendantes dont lé contact doniie la so- 
lution demandée. Je citerai pour exemple celte question : 

Quel est le nombre x dont la racine du ar.'"** degré est un 
maximum ? 

On déduit aisément des conditions du contact d'une logarithmi- 
que avec une droite , que le nombre e , base du système népé- 
rien , est celui dont la racine d'un degré égal à ce même nom- 
bre est un maximum^ 

^. Il me reste à montrer « par un exemple , comment on pour- 
rait opérer sur une fonction qui serait à la fois susceptible d'un 
maximum et d'un minimum. 

Je prendrai l'expression 
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I— or — bx*—cx' t 

que je regarderai comme l'ordonnée y d'une courbe rapportée 1 
du axes reclangolaires, Soït donc 

^=1 — (j;r-|-ix* — ex* . (A) 

Je «apposerai que l'on sache trourer l'équation d*UDe tangente i . 
celle courbe. Celle équation est 

r— /=(— a+2ix— 3cx*)(Jr-Kr) . (B) 

Si, dans l'éqaalion (A) , l'on faïl décroître x depuis o. jusqu'à 
— oo , ^ augmentera progressive ment depuis i jusqu'à -f-eo , Si 
l'on donne eusuile à x des Tateurs positives toujours croissantes' 
à partir de o ,^ diminuera d'abord , et pourra devenir nul pour 
une seule valeur on pour trois valeurs différentes attribuées kx, 
suivant que l'équalion 

I— ox-t-ix» — Rr*=o » (C) 

qui ne peut avoir de. .racines négatives , aura une seule racme 
réelle ou en aura trois. ËnGn , pour des valeurs de x plus gran- 
des , à la fois , que~* et que — , et qui croîtront jusqu'à +« , 

jr sera toujours négative et décroîtra jusqu'à — ao . On voit qu'il 
arrivera de deux choses l'une, lorsqu'on fera passer x par tous 
les états de grandeur compris entre, — so et +00 ; ou _^ décroî- 
tra continuellement de H- so à — so , auquel ras il n'admettrait 
ni maximum ni minimum , ou ^, après avoir diminué de plus eii 
plus, depuis +00 jusqu'à une certaine limite^. , augmentera de- 
puis jr, jusqu'à une seconde limite jr^ , à partir de laquelle îl di' 
minuera rndé6nin]ent ; re qui donnera lieu à un mimmum y^ , 
et à un maximum y^. Dans le premier cas , la- courbe (A) ne 
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couperait qu'en un point TaKC des x cl tôale droite parallèle à 
cet axe. Dans le second caa » elle pourrait rencontrer , en trois 
points, un certain nombre de droites parallèles à cet axe ; et , 
parmi ces droites , il y en aurait deux pour chacune desquelles 
doux des trois points dinlersection avec la courbe se confondraient 
en un seul. Ces deux sécantes limites toucheraient évidemment la 
courbe » Tune au point dont l'ordonnée scriiit y^ , cl Tautrc au 
t>oiul dont l^ordonnée serait/^ (♦). Par conséquent , si , à Taidc 
de r«Hiuatîon (B) , Ton obtient les abscisses j:, , x^ des deux 
|H>ints de la courbe pour lesquels la tangente est parallèle à Taxe 
des X % il est clair que les ordonnées^, et jr^ de ces points se- 
ront Tune minimum et Tautre maximum , entre les ordonnées voi- 
»ine* ; tX de pins que l'ordonnée minimun y^ répondra à la plus 
iH'litr des deux abscisses trouvées, 
Posons donc 

— a+2bx — 3rar*=50 , 



\m 



3cx* — 2bx+a:=:o ; 



il en résultera 



^ *— ' K *•— Suc 



3c 



X. j- 



^I^Êmmmm^mmmÊmÊ^amtmmmm^mÊmÊmiÊmm» 



(^) Cette dernière coadition ne serait pas rigoureuse si les points , dont 
les coordonnées sont des maximums ou des minimums ^ pouvaient être , pour 
U courbe, des points de rebroussemens ; mais on reconnaît que cette circons- 
tance ne saurait se présenter ici , en ce que la quantité '^a+2bx^^cx* , 
e'ést-'dire , la tangente tabulaire de Tangle que fait avec Taxe des 2; «ne 
droite qui touche la courbe (A) m peut devenir îofinîe pour des valears 
Aules données à x» 
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si Ton a b*>3ac^ les quantités or, et or, seront réelles et posi* 
tîves. Substituées successivement à .r , dans l'équation (A) , elles 
donneront le minimum y^ et le maximum jr^. Remarquons , en 
passant, que la courbe (Â) s'abaissant d^abord à la droite de Taxe 
des y ^ et se relevant ensuite pour s'abaisser encore , et celte fois 
jusqu'à Tinfini , il résulte de cette ondulation que la courbe cou- 
pera l'axe des x en trois points , si y\ est négatif et y\ positif , 
et ne le coupera qu'en un point , si y\ et y^ sont de même 
signe. Ayant donc calculé les expressions de ^, et ^^ , si Ton 
écrit ^,<o et /^>o , on aura ainsi les conditions nécessaires 
pour que l'équation (C) ait ses trois racines réelles* 

Si l'on a &'<3ac, les valeurs de x^ et de x^, seront imaginai- 
res ; aucune tangente ne sera parallèle à l'axe des :r , et , par 
conséquent , la fonction ne sera susceptible ni de maximum ni 
de minimum. On peut observer que , dans cette hypothèse , la 
courbe vi ondulant pas , ne rencontrera l'axe des x qu'en un point , 
d'où il suit que l'équation (C) aura nécessairement deux racines 
imaginaires. 

Dans le cas très-particulier de b^zi'^ac , il vient 






7' 



Le calcul nous apprend qu'alors l'ordonnée minimum et l'ordon- 
née maximum se confondent. Il est aisé de voir que l'ordonnée 

1— est plus petite que celles qui s'élèvent à sa gauche, et 

plus grande que celles qui sont situées à sa droite* Ainsi , a 
proprement parler , cette ordonnée n'est ni un maximum ni un 
minimum Seulement le point (~r, >) est , pour la courbe (A) , 
un point d inflexion. Si Ton prend ce point pour origine , c'est-à- 
dire » si Ton pose dans l'équation (A) 

Tom. XXIL 8 
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x=X+—' . yr^r-^r 



ic • ^ "V ^jc^ • 



U transformée se réduit i 



r=— cJ:» ; 



équation qui appartient à la plus simple de toutes les paraboles 
cubiques. Quant à Téqualion (C) elle a , dans ce cas , deux ra- 
cines imaginaires, à moins qu'on ait, en même temps. 



6* 
I -=o ; 

2 je* 

ce qui rendrait les trois racines égales entre elles , comme on 
peut d'ailleurs le constater par la forme 

•a, 

sous laquelle on peut alors présenter cette équation. 

On étendrait aisément le même mode de discussion à la fonc- 
tion 

i+ax+bx^+cx^ . 

Elle admet aussi un minimum et un maximum si IVn a b*^3ac; 
seulement lès valeurs de x , qui leur correspondent , sont toutes 
deux négatives. 

8. On peut appliquer les solutions du précédent numéro aux 
formules que M. Biot a construites pour les dilatations absolues 
de l'eau et de Talcohol , d'après les expériences de Deluc , de 
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Gilpiu* et de Blagdea. M. Bîol a trouvé , pour l'eau distillée (*) , 

j^i— O,oooo5487ftc44,ooooioi395«*— o,oooooooa78x> ; 

z étant le volame d'une niasse constante d'eau distillée i o* , 
c'est-à-dire, à la température de la fusion de ta glace , et y dé- 
■ieuaot son volume à x° de Réaumur. Cette formule n'est exacte 
que pour des valeurs de x comprises entre o et 80. On trouvera 
pour les valeurs de x, et de jr, , correspondant l'un au minimum 
de / , l'autre i son maximum , 

x,=2',736 , j:,=346*,83a . 

La valeur de jr, dépassant de beaucoup les limites entre lesquelles 
il est permis de compter sur l'exactitude de la formule , on n'en 
saurait conclure l'existence d'un maximum effectif pour le vo* 
lume de l'eau ; de sorte que cette Valeur est étrangère à ta ques- 
tion de physique qui nous occupe ; mais il n'eu est pas de même 
de la valeur de x, qui , réduite en degrés centésimaux , revient k 
3^4^ température à laquelle répond un minimum efieclif de vo< 
lume et conséquemment un maximum de densité. 

Four une masse donnée d'aicohol , l'expression du volume i x" 
est de la forme 

j'sisi-i-ax+bx'+cx' , 

du moins entre o et 80*. Mais ici te maximum et le minimum ' 
de y ne pouvant avoir lieu que pour des valeurs négatives de x , 
il s'ensuit qu'entre les limites o et 80* , la densité de l'alcohol 
n'a point de maximum. 



(*) y 03. son Traité Je phytique , tom. I , pag. a34. 



56 ANALYSE 

9. La méthode suivie dans le numéro 7 peut être aisément 
gcnérallsce {*). Quelle que soit la fonction proposée d'une va- 
riable X f on regardera cette fonction comme l'ordonnée / d'une 

courbe. On cherchera les abscisses ar. , x^ , x^ ^ des points 

de cette courbe pour lesquels la tangente est parallèle à Taxe 

des a:. Chacune de ces abscisses jr. , or, , ar, , répondra* 

généralement à un maximum ou à un minimum Xi t X zj X^ 9 

de l'ordonnée ^, et, pour diâtingucr le maj://7i£/m du minimum^ 
on discutera la forme de la courbe , principalement dans le voi- 
sinage des points (x, ,7.) , {x^ ,/,) , {x^ ,/,) , 

Mais , si la fonction proposée est un peu compliquée , il sera 
souvent plus simple de considérer d'abord sa valeur comme une 
quantité connue q , ainsi que je Tai fait précédemment , d'éga- 
ler ensuite a une ordonnée x ^^'^ ^^^ partie soit un facteur de 
cette fonction, et enfin de chercher les conditions analytiques du 
contact des deux courbes dont on aura formé les équations. 

10. On peut encore , dans un grand nombre de cas , déter- 
miner des maximums ou des minimums en se renfermant dans des 
considérations purement algébrique. Soit demandé , par exemple , 
le m/i:rim(//7i d'une fonction q de la forme /lo:— j;^ » ce qui con- 
duit à l'équation 

x^-^px+q^zo ; (A) 

voici comment on parviendra à la condition de réalité pour deux 
de ses racines , condition qui fournira le maximum de q. 



(*) Cette méthode n*cst que la tradaction géomëtriqae da proce'dë que le 
calcul dîfTcrcnliel prescrit pour la recherche des maximums et des minimums. 
En effet , elle conduit imme'dîatement à égaler à zéro la dérivée de la fonc- 
tion proposée , puisque celte fonction , étant Tordonnée d*une courbe rap- 
portée à dcui axes rectangulaires , a pour dérivée la tangente tabulaire de 
Tangle que fait avec Taxe des % une droite qui touche celte courbe. 
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Si , dans (A) , on change x en — <jc » la transformée 



ar*+/):r+y=o , 

n*aura pas de racines positives ; donc la proposée (A) ne peut 
admettre de racines négatives. De plus , Téqualion (A) étant pri- 
vée de second terme , la somme de ^^s racines est nulle. Il faut 
donc que (A) ait tout au moins deux racines imaginair£s, et que 
celles-ci soient de la forme — a+ÔK^ 1 —a — h\/IZ\^, IHoù il 
résulte que le premier membre de (A) doit être divisible par un 
facteur du second degré de la forme 

En effectuant la division , on trouve pour quotient 



x* — 2ar-4-3a' — V , 



et pour reste 



Ce reste devant être nul , quelque valeur qu on donne à ^ ; on a 



y— 3a*-j-A*(A'— 2fl*)=o V 
eu 

;i=4û(A'— a») , 9=3a»— *•(*'— 2a") ; 

et , pour obtenir les deux autres racines de (A) , il faut poser 

a:'— 2aar+3a'— 4*Œ0 • 



% $ 



.< 
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Ecrivons la condition nécessaire pour que ces deux racines soieot 
réelles. Cette condition est 

Si l*ane oa l'autre relation a lieu , nous en conclurons , d'après 
les valeurs obtenues pour p ti ç^ 

p^4a{2a*^a*) , ou PLM^ f (a) 

y<3a» • (3) 

Réciproquement , si les relations (2) et (3) existent » elles en* 
traîneront la relation (i). Or ^ a ^p , ç étant des quantités posi- 
tives , nous pouvons tirer de (a) et (3) les inégalités ou égalités 

multiplions-les , membre à membre , et il viendra 



ou 



'^KiY' 



ce qu il fallait trouver , et ce qu on peut d'ailleurs déduire de la 
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limite générale trouvée pour q dans le naméro i,^', en y faisant^ 
ms4 et rasi. 

§. II. 

Maximums et minimums dans les fonctions de plusieurs 

sHzriahles. 

II, Dans la recherche des maximums et minimums des fonc- 
tions de deux variables , on peut aussi s'appayer sur des consi- 
dérations géométriques. Les maximums et les minimums de ces 
fonctions correspondent au contact de deux surfaces , dont Tune 
est constante de forme et de position , tandis que Tautre varie 
sous Tun ou sous Tautre de ces deux rapports , ou même sour 
les deux à la fois. Je choisirai pour exemple cette question : 

Diviser un nombre en trois parties , telles que la somme de leurs 
racines quarrées soit un maximum ? 

Représentons le nombre donné par 3a* , et deux de ses par- 
ties par x' et ^ , la troisième partie sera 3a*— jt*—/*. Nommons 
m la somme qui doit être un maximum. , et que d'abord nous 
supposons donnée. L'équation du problème est 

Elle pourra être remplacée par ces deux-ci 



z=x-hr t (I) 



Regardons x ^ y ^ z comme les distances de points inconnus à 
trois axes rectangulaires. L'équation (1) est celle d'un plan qui 
passe par l'origine , ei dont les traces sur les plans des xz et des 



.■*^ 
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yz divisent en deux parties égales les angles des axes qui déter- 
xninent ces plans. L'équation (3) caractérise une sphère dont le 
rayon est a^Zf et dont le centre est situé sur Taxe des z , au- 
dessus de Torigine , et à une distance m du plan des xy. Tant 
que m aura une valeur assez petite pour que le plan coupe la 
sphère, la question sera résolue par les x et les^ de tous les 
points de la circonférence d'intersection. Si Ton augmente m de 
plus en plus , ce qui revient à élever progressivement le cen- 
tre de la sphère , le cercle d'intersection diminuera de plus en 
plus et finira par se réduire à un seul point , c'est-à-dire que 
le plan deviendra tangent à la sphère ; le contact aura évidem- 
ment lieu pour la valeur maximum de m. Il nous reste donc à 
déterminer m de telle sorte que le plan (i) touche la sphère (3). 
L'équation du plan tangent à la sphère au point {x ^ jr ^ t) 
est 



xX+XY+{Z^m){z-^m)=W ; 



ou bien 



z= -^ Ar+ -^ r+m- ^"^ 






Pour le point Çx ^jr^z) cette équation doit être identique avec 
l'équation 



ZzzX+r ; 



il faut donc que Ton ait 



= I , — - — = I , m= = G ; 



in— z w— •^ m — -; 

équations qui , réunies à l'équation (2) , nous font connaître x , 
, ^ , 2 et m. Il vient 






ê 
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/=« , ■r=it , m:=3a ; 

ainsi le nombre Sa' doit être divisé en trois parties égales pour 
q'de la somme des racines quairées de ses parties soit aa maxi- 
mum , lequel est égal à 3a. 

12. Il serait facile de généraliser rexposilion de celte méthode , 
mais la discussion des surfaces étant plus difficile que celle des 
courbes, on conçoit que, pour trouver le maximum ou le mi- 
nimum d'une fonction de deux variables indépendantes , l'em- 
ploi des considérations purement algébriques est souTcnt plus avan- 
tageux ; il est d'ailleurs évidemment nécessaire à l'égard des fonc- 
tions de plus de deux variables. Des principes très-simples d'al- 
gèbre vont nous fournir une seconde solution du précédent pro> 
blême. 

Résolvons l'équation (A) par rapport i x , comme si nous 
connaissions jr et m. Nous trouverons 



ou , en décomposant le polynôme soomis an radical en deux fac- 
teurs du premier degré , par rapport à m , 



Le second fiictenr du produit qui est sons le radicjil est tonjonrs 
positif , puisque m est nécessairement plus grand que r ; donc , 
pour que la valeur de x soit réelle , il est nécessaire et il suffit 
que nous ayons 

Tom. XXÏI, 9 
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mj;^/4-v/6fl*— a/» ; 



donc aussi le second membre de cette relation est la valeur maxi- 
mum de m exprimée en fonction de ;^ ; et si nous posons 



m=:/+K6a'— a/* , (B) 



il reste , pour la valeur correspondante de a: , 



m—/ 



Regardons maintenant , dans Téquation (B) , y comme fonction 
de m , et , résolvant cette équation par rapport à y ^ cherchons 
la limite que m ne doit pas dépasser pour que y soit réel. Il 
vient 



m 



r=T±fV^^(9«"-'"0 



Nous voyons que y sera réel tant que nous aurons 



m>Za ; 



par conséquent 3a est le maximum de m ; ce qui réduit Téqua- 
tion résolue à 



r=« 
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La substitolion des valeurs de m et de / , dans celle de x , donne 
ensuite 



x=:a . 



Ce qui est exactement conforme à ce que nous avions obtenu plus 
haut. 

i3. Ce procédé s*a[>p1ique aisément a loute fonction de plusieurs 
variables , lorsqu'elle est du second degré. Il se simplifie toutes 
les fois que la fonction n'entre qu'à une seule puissance sous le 
radical qui fait partie de la valeur de la variable par rapport à 
laquelle on a résolu l'équation du problème. Cette particularité 
se rencontre dans la question qui suit : 

Trouver un point M , tel que la somme des quarrés de ses dis* 
tances à trois points donnés A , B , C , soit la moindre pos- 
sible? 

On voit d^abord , sans calcul , que , si Ton conçoit un point 
quelconque situé hors du plan des trois points A , B , C , et 
qu*on projette ce point sur ce plan , les distances respectives du 
point pris dans l'espace aux trois points donnés seront plus gran- 
des que les distances correspondantes de sa projection aux trois 
mêmes points. C'est donc sur le plan déterminé par ces trois 
points qu'il faut chercher le point demandé. 

Plaçons au point A l'origine des coordonnées rectangulaires, 
et faisons passer l'axe des x par le point B. Les coordonnées 
du point A seront 0,0; celles du point B seront x^ , o ; celles 
du point C seront x^^ t Y*' t et nous désignerons par x , y celles 
du point m. Soit 5* la somme dont le minimum est inconnu ; 
nous avons à traiter Téquation 
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ar'+^4-(ar— ar0'+^-4-(a:— a:'0'-+-(r— yO — ^* , 



ou bien 



3r'— 2r^lr+3a:»— 2(j:'+a:'')ar+:r^*+a:'''"+7'^*=^' • (A) 

Cette (Sqaalion , résolue par rapport à y , devient 



L'inconnue 5' n^entrant qu'à la première puissance sous le radical , 
la condition de réalité de y nous donne immédiatement , pour le 
minimum de s^ , sans qu'il y ait de transformation à opérer , 

Dans le cas de ce minimum , les deux valeurs de y se réduisent 
à '^. Tirant ensuite de (B) la valeur de :r , il vient 



En raisonnant comme plus haut (ta)» nous trouverons , pour le 
minimum définitif de 4' , 



et la valeur correspondante de a:, est , Le point trouvé 
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f — - — , — I esl éridemmcDt le centre de gravilé de Taire du 
triangle ABC. Dodo , elc. 

Poar vérifier ce résultat , soient x , jr les coordonnées d'ua 
poÎDl quelconque M' , pris dans le plan des trois points A , B , 
' C. Soit s^* la somme des quarrcs des distances du point M' à ces 
trois points. Si , de la râleur s'* , donnée par le premier membre 
de l'équation (A) , nous retranchons la valeur finale obleDoe pour 
V , nous aurons , toutes réductions faites , 

,«-.-«3(x ^J+3(r— 3-) . 

Cette différence , qui est égale au triple qnarré de la distance du 
point M' au centre de gravité M du triangle ABC , est toujours 
positive ; donc la somme des quairés des dislances de ce dernier 
point aux trois sommets du triangle est moindre que la soibme 
des qnarrés des distances de tout autre point aux mêmes som*- 
mets. 

i4. On pourra chercher pareillement un point tel que la somme 
des quarrés de ses distances i quatre poiols donnés dans l'espace ' 
soit un minimum. 

On trouvera , par la. méthode précédente , que ce point est le 
centre de gravité du tétraèdre qui aurait pour sommets les qua- 
tre points donnés; et l'on constatera sans peine, que l'excès de 
la somme des quarrés des distances' d'unj point quelconque aux 
quatre sommets du tétraèdre , sur la somme des quarrés des dis^ 
lances du centre de gravité de ce tétraèdre â cïes mêmes som- 
mets , est égal à quatre fois le qùarré de la distance du premier 
point au second. 

On résoudra avec la même facilité plusieurs problèmes que je 
vais énoncer : 
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Divise un nombre en trois parties dont le produit soit un 
maximum ? 

Diviser un nombre en trois parties telles que la somme des pro- 
duite de ces parties » deux à deux , soit un maximum ? 

Diviser un nombre en trois parties telles que la somme de leurs 
quarrés soit un minimum ? 

Trouver le minimum de Texpression i^x^+b^y^J^tX'^djr-^e^ 

Déterminer la position et la longueur de la plus courle dis-* 
tance entre deux droites non comprises dans un mâmc plan? Le 
calcul est fort simple lorsqu*on prend une de ces droites pour 
Tun des trois axes des coordonnées. 

i5. Dans les deux dernières solutions que )e viens de donner 
(13) et (i3) , je n'ai fait qu'étendre , aux maximums et minimums 
des fonctions de plusieurs variables » les principes exposés dans les 
Traités d'algèbre , pour les fonctions d'une variable qui ne sor- 
leût pas du second degré. Quand la nature de la question où le 
cboix des inconnues conduit à une équation d*un degré supérieur 
au second , il est possible , si cette équation est incomplète » que 
les conditions de réalité , établies au commencement du présent 
mémoire» deviennent applicables. 

Soit proposée , par exemple , la question du maximum de sur- 
face , parmi tous les triangles isopérimètres. 

Le périmètre constant étant représenté par 3/1 , et les trois cô« 
tés par n , b ^ c ^ on sait que l'expression de Taire du triangle est 



Nous serions entraînés dans des calculs trop compliquée, si nous 
prenions 'pour inconnues deux des côtés du triangle demandé. Ap* 
pelons 2X la somme de ces côtés , et a^* leur différence ; les Ion* 
gueurs des trois côtés seront x+jr 9 or— ^ et 2(^— jr) ; et nous aurons 
pour Taire s* du triangle. 
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OU bien 

d'où nous tirerons ' 



■=± y (j^sy- -^ . 



p{2X^p) 

La quantité écrîce sous le radical devant être positive ou au moins 
nulle pour que jr soit réel » nous en conclurons aisément , pour 
le maximum de 5^ » 

s*=p(p^xy (2X'—p) ; (B) 

« 

d'où il suit que/* doit être égal à zéro ; ce que nous aurions pu 
d'ailleurs déduire de Téquation (A) sans être obligés de la ré- 
soudre , d'après la manière dont y^ entrç dans la valeur de s*. 
Kous voyons donc déjà que le triangle doit être isocèle. Regar- 
dons -présentement p^x comme inconnue. L'équation (B) peut se 
mettre sous la forme 



s*=p(p—xy\p—2(p'^i)] ; é 



ou sous celle-ci 



(p_a;)3— E- (p—xy-^ — =0 • 



5* < 4 £i 

ap = 2j o 



.1. 



V ] 



La condition générale de réalité obtenue pour deux racines de 

l'équation trinôme considérée au commencement de ce mémoire < 

devient , dans le cas actuel ». i 



9^ 



I 
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Nous eo tirons ^ pour le maximum de 5* , 

9 
et pour la valeur correspondante de p^x , 



P—S^^ , 



et conséquemment 



3 



donc enfin Je maximum demandé est le triangle dquilalcral. 

i6. Le problème déjà énoncé (r4) « diviser un nombre en trois 
parties dont le produit soit un maximum. ^ admet une solution 
semblable à celle qu*on vient de voir , lorsqu'on prend pour in- 
connues la somme des deux parties et leur différence. 

On suivra la même marche pour arriver au maximum de la 
fonction 

ax^ — a:**-^ — *■/■ • 

Enfin j'indiquerai , pour dernier exemple , la détermination du 
maximum de la fonciion 

on trouTera pour ce maximum 

— a* : 

et pour les yaleurs correspondantes des variables , 

x=-^a , r=7^ . 



.r^- 
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